KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system 1,
15 december 2009
1. Vi soker 16sningen till 4’ = 22 y2 med y(0) = 1 och maximalt definitionsintervall, liksom
det intervallet.
Loésning: Ekvationen &r separabel. En 16sning (som inte uppfyller vart begynnelsevillkor)
ar y(xz) = 0, alla xz. Om y(z) # 0 kan ekvationen skrivas g—; = 2%, dvs (f%)’ = (%)’,
sa —% = ”3; + C, C en godtycklig konstant. Villkoret y(0) = 1 ger C = —1 och y(x) =

: 113 = W Funktionen i HL ar definierad och deriverbar utom for 3 — 23 = 0, dvs utom
-

for x = ¥/3. Det sokta intervallet innehaller x = 0 (dér y:s virde var givet), sa

Svar: Losningen y(z) = -2, intervallet ] — oo, v/3].

/

2. Vi soker de funktioner z(t) och y(t) som uppfyller ' = 5z — by, y’ = 2x — y och
£(0) = 1, y(0) = 2.

Losning: Alternativ 1, med egenvektorer etc.

Lat x(t) = (xgg) Da blir ekvationerna x’ = Ax, dir A = (3 2%).

A:s egenviarden: 0 =det(A —AI) =[5 2, | =N -4 A+5=(A—2)"+1,88 A\ o =2 +1.
Egenvektor till A\; = 2 + 4: ( 5 —Eii | 8) < (3 _2 1), Vikan ta kg = (3'2“)

Tvé linjirt oberoende losningar ges da av Re, Im av kyeM? = (337) e*(cost + isint)

3cost—sint 2t (cost+3sint 3cost—sint
( 2cost ) +ie ( 2sint 2cost ) +

2t (cospEssint) Konstanterna c1, ¢z bestims hér av begynnelsevillkoret,

)=%x(0) =c1(3)+c2(}), saec1 =1, co =—2. Det ger

x(t) = e®*(cost — Tsint)

y(t) = e?*(2cost — 4sint)

Alternativ 2, med laplacetransform.

Om man laplacetransformerar ekvationssystemet (och anvénder begynnelsevillkoret) far man

sX —1=5X —5Y .
{ cdvs (5. 5) (55) =(3)

e? ), s& allménna lésningen: x(t) = cie* (
C2
(3

Svar: Losningen ar

sY —2=2X-Y

— 1 1
h (X)) = s—5 5 11 — s+1 =5 1) — 5—9 .
oc (Y) (—2 s+1) (2) 82—48+5( 2 5—5)(2) ( _ )2+1(2$—8>
Saledes X (s) = %, Y(s) = %, S svar som ovan.

3. Vi soker fouriertransformerna (a.) F(w) och (b.) G(w), H(w) for funktionerna

f(t):/_oo(SinCQU)du g(t):/_oo(tSinc(Qu)gdu och h(t):/_oonu

o (t—u)2+9 oo (t—u)2+ o (t—u)2+9
Losning: f(t) ar faltningen av smc(2t) och sé F( ) ar produkten av deras transformer.

FT _ o
— Ze 3wl s

t2+9’

sine(t) o rect(s=), sa sinc(2t) SR rect(£%), och ; 32

Svar a: F(w) = Ze 3l“lrect(2) = {26_3“‘4’ |w| <2
0, |lw| > 2w
g(t) =t f(t), s& G(w) = iF'(w) = i F(w). F(w) har sprang +7%e 57 i w = F27 och ir £.6.
deriverbar utom i w = 0, sa _%‘re—&g, 0<w<2m
Svar by: G(w) = =<~ (6(w + 27) — §(w — 27)) + %"e?’“’, 2r<w<o
(=...— Ze 3l sgn(w) rect(;%)). 0, lw| > 27

h(t) = tg(t), sa H(w) =iG’'(w). G(w) har (6-funktioner och) sprang Ze~%" i w = +271 och

—im iw = 0 och &r £.6. deriverbar, sa

Svar by: H(w) = —T¢
—3me™3, O<w< 2w

2m)) + wo(w) +{ —2Fe3®, —2r<w<0(=...— Fellrect(5)).
0, |lw| > 2w




4. Funktionen z(t) = (t —2)?2da 0 <t <moch 0 annars. Vi soker (a.) de generaliserade
derivatorna z’(t) och z”(¢), skall (b.) anvanda x”(t) for att bestdimma fouriertransfor-
men X (w) och skall (c.) bestdmma sinusserien for z(t), dvs koefficienterna {b,, }° ; sa att

z(t) = >0 by sin(nt) for 0 <t < 7.

Lo6sning: x(t) har sprang j:%2 it=0, w och &r f.6. deriverbar, sa
2t — t

(8) = T (8(t) — 6t — 7)) + m O<t<m
0, annars

2'(t) har (0-funktioner och) sprang —m i t = 0, 7 och &r {.6. deriverbar, sa " (¢) blir enligt

2t —7wm, O<t<m

Svar a: ’(t) = = (6(t) — 6(t — 7)) + ,
, annars
{2, 0<t<m

2 (t) = T (8" () — 8" (t — m)) — w(5(t) + 5(t — ) +

0, annars

x//(w) (iw)?Z(w), sé for w # 0 giller X (w) = — 2 fjooox//( Je—iwtdt = —ﬁ(”{(—(—z’w)e‘i“’o—k
(—iw)e W) — (e W0 4 emiwm) fow 2e7hdt) = — L (T zw(l —e ™) — (1 + e ™) +

3 (e S 1) = (iR 200 ) — (1 1 ),

For w=0fas X(0) = [Z_z(t)dt =T

1 1 —dwmy _ (w2 1 _ e—iwn 0
Svar b: X (w) = { 3 (r(1+e™™m) —i(Frw — 2)( ) w#0

12° w=0
Sinusserien for z(t) pa [0, 7] dr samma som fourierserien for y(t) = x(t) — x(—t) pa [—m, 7]

Férw # 0 fas Y(w) = X (w) - X (—w) = L (r(e™“m—em)—i( 42w—7)(1 e 41 —ewT))
och Y(0) = 0. Om y(t) = Y00 __cpe™ for —m < t < m giller ¢, = =Y (n) =

n=—oo0 tn€ 2m

g (r((~ 1) — (1)) — i(Ton — 2)(2 - 2(-1)") = Sk (T~ 2)(1— (~1)") for n # 0

och ¢y = 0. Koefficienterna i motsvarande reella fourierserie ar a,, = ¢, + c_, = 0 och
by = i(cn —c_n) = (55 — #)(1 —(=1)™), sa

Svar c: De s6kta koefficienterna ar b,, = (1 — (—=1)" )";;ngs.

5. Vi soker en funktion y(t), t > 0, sd att y/(t) = 6(t — 1) + 2 fo y(7)et~T dr och y(0) = 3.
Losning: Integralen i ekvationens HL &r en (laplace)faltning. Laplacetransformation av
ekvationen ger (med villkoret pa y(0)) sY (s) — y(0) = e=* +2Y (s) L1, sd (s — 227)Y(s) =
s2—s— —s —s s— —s 3 —
£=522Y(s) =3+e *och Y(s)=(3+e )W(;rl) =B+e )( 3 +S+1) L1 ger
y(t) = e +2e7t + 2(e2D 42 (=D 74(t — 1) (U(t) &r Heavisides stegfunktion) sa
Svar: y(t) = e?* +2e7t 4 (27D + 2~V Y(¢t — 1) for ¢ > 0.

6. Funktionen z(t) har fouriertransformen X (f) (f = 5%).
Vi skall (a.) finna fouriertransformen for y(t) = > 2 z(nT)6(t — nT) och (b.) visa hur

z(t) kan aterskapas ur virdena z(nT) om X(f) =0 da |f| < 5 eller |f| > 7.

Losning: y(t) = > 0~ x(nT)d(t —nT) => " _xt)é(t —nT) =a(t) >0 0t —
nT'), sa (transformen (med f) av en produkt ar faltningen av transformerna av faktorerna)

y(f) = X(f)*% ZZO:_DO (f nT) T Zn__oo ( )*5(f nT) T Zn__oo (f_n%)’
Svar a: Y(f) = % Y L X(f— ?), dvs ?- den T—perlodlska fortsattningen
av X(f).

Villkoret pa X(f) medfor att hogst en term i serien for Y(f) ar # 0 fo6r varje f och

x(p) = 4TV ar <<t

0, annars
(rektangelfunktionerna ”tar ut” ritt intervall).
sinc(t) 5 rect(f), sé smc(2T) L 9T rect(2T'f) och eti2mart sine(55) L 2T rect (2T(f F
=) och cos(27T4Tt) 51nc(2T) YL Trect(2T(f + =)+ Trect(?T(f +) och
z(t) = cos(2m2t) sinc(5k) x y(t) = Yoo x(nT) (cos(2Xt) smc( 7)) x0(t —=nT), s

Svar b: x(t) = > > z(nT) cos(3 (t — nT)) sinc(“5F).

, 88 X(f) = (Trect2T(f + &) + Trect(2T(f — ) V(f)

n——oo



