KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 8 juni 2010

1. Vi soker ett samband som bestammer y(x) implicit da y' = Wﬁ% och y(0) = 2.

Lésning: Ekvationen #r separabel. Vi skriver om den som (y3+2)y’ = iiﬁ’ =1+ mgzﬂ och
integrerar m.a.p. z. Det ger [(y*+2)dy = f(1+x2i+1) dz, dvs ?’4—4+2y = z+2arctanz+C, C
en konstant som bestdms av villkoret y(0) = 2: % +2-2=0+arctan0+ C, sa C' = 8.

Svar: y(x) bestims av %1—4 + 2y =z 4+ 2arctanx + 8.

2. Vi soker (a.) en fundamentalmatris ®(t) till det homogena systemet x’ = ( % 1) x

Ax och (b.) den allménna l6sningen till det inhomogena systemet x’ = (33 ,12) X+ (S‘it )

Losning: Alternativ 1, med egenvektorer etc.
En fundamentalmatris har linjart oberoende l6sningar som kolonner.
Egenviirdena ges av 0 =det(A — X)) = [*2} L | =N —1=A—-1)(A+1),88 Ao = +1.

Egenvektor till Ay = 1: (2% | §) e (54 19). Vikantak, = ().
Egenvektor till Ao = —1: (% 24 | 9) < (351 9). Vikan taky = (13).
Tva linjért oberoende 16sningar ges da av x;(t) = k;eMi?, s& man kan ta ®(t) = ( f;f jz:_t )

For att finna den allménna 16sningen till systemet x’ = ( 2 ,12) X+ (3:: ) anvander vi vari-

ation av parametrar och skriver x(t) = ®(¢t)u(t). Det ger ekvationen ®(t)u’(t) = (3::),

som ger u’(t) = (_Qsezt ), séu(t) = (f’etsz% ) Inséttning ger svaret.

Svar: a. ®(t) = (_e; _Z_et_t),
(5t—1) e*

b. 16sningen x(t) = ((_5t+3)et

) + ®(t)c, ¢ = (gcl) godtycklig, konstant.

Alternativ 2, med laplacetransform far man att £L{®(t)} = (sI — A)~! (vilket ger en annan
®(t) &n ovan, med ®(0) = I) och x’ = Ax+1(t) ger (sI — A)X(s) = xo+F(s) (xo = x(0))

etc., svar som ovan.

transformen G(w) och (b.) fouriertransformen H(w) av h(t) = [

— 00

har fouriertransformen g(w). Vi soker (a.) g(¢):s fourier-
* eTg(31)g(t —7—1)dr.

Lésning: Dualitet ger att G(w) = 27 f(—w) och eftersom h(t) ér faltningen av e?*g(3t) och

g(t — 1) ér H(w) produkten av deras fouriertransformer. Enligt fs, g(3t) ¥ 1G(Y), sé (fs

igen) €2itg(3t) ¥ 1G(252) och g(t—1) ©5 e G(w). Si H(w) = 4T em f(—222) f(—w),
2 w—2)2 w2

. _ 2mwe ¥ _an? _iw e~ (T3 e
Svar: a. G(w) = TTor sma’ b. H(w) = “3-e (T —en | T —sme




4. z(t) = e'sin(2t) dA 0 <t < moch =0dat <O0ellert>n. Visoker (a.) x'(t), z"(t)
och y(t) = 2" (t) — 22'(t) + 52(¢), (b.) fouriertransformen X (w) (med hjalp av y(¢)) och (c.)
fourierserien, med koefficienterna c,,, for x(t):s m-periodiska fortséttning.

Losning: Eftersom z(t) ar kontinuerlig (sin(2t) = 0 fsr t = 0, ») &r den generaliserade derivatan
x'(t) = {z’'(t)}, den klassiska derivatan, dvs

et(2cos(2t) +sin(2t)), 0<t<m

0, t <Oellert > .

x'(t) ar deriverbar utom i punkterna 0, 7, dar den har sprangen 2, —2e™, sa
x”(@)={{z'(t)} '} +20(t) — 2e™6(t —7) =

et(4cos(2t) — 3sin(2t)), 0<t<m

0, t < O0ellert > .

Inséattning ger y(t)= =" (t) — 22'(t) + 5z(t)= 26(t) — 2e™6(t — ).
Fouriertransformation av detta ger (z(t) ar absolutintegrabel, sa vi vet att X (w) existerar som en vanlig funk-

sion) —w? X (W) — 2iwX (W) +5X (w) = 2 —2e"e™ ™ & X (w)= 2(52(_:_;2:):51) = 2(?:(_:_;;::21) .

. . e . . . . . in 27 i
Fourierserien for den m-periodiska fortsittningen ar >2°7 ¢ et = 77 ¢, et

n=—oo n=—oo

med (enligt formelsamlingen) ¢, = 2X (n2%) = 1 X (2n) = %egrz(;;i;;—_zll = %(2;_:1-_)21_4.

Svar: a. x’(t), " (t), y(t) och b. X (w) enligt ovan.

. ™ __
c. fourierserien &r > >° __ c,e*®*"t, med ¢, = %ﬁ

x!(t) =

= 25(t) — 2e™5(t — ) +

5. Funktionen y(t), ¢ > 0 (kontinuerlig och av exponentiell typ, med y’(t) styckvis konti-
nuerlig) uppfyller att y'(t) + 2 f(f e~ 2Ty(r) dr = 2(cost — sint) och y(0) = 0.
Vi soker y(t) for ¢ > 0.

Losning: Laplacetransformering ger £{y’(t)} = sY (s) — y(0) = sY(s). Andra termen blir
en (laplace)faltning, £{e? fg e ?Ty(r)dr} = E{fot 2=Ty(r) dr} = L{e*}Y (s) = LY (s)

s—2

och £{2(cost —sint)} = QS;P, sa sY (s) + 25Y(s) = QS(ZP, dvs SQ;ESZHY(S) = 25(‘2?:),
och Y(s) = (5—21()5(73311) = 5t% — 5 (partialbréksuppdelning), som ger

Svar: y(t) = cost + 3sint — €.

6. Funktionen xz(t) har fouriertransformen X(w) = “(fj:iﬁ“;. Vi soker (a.) fouriertrans-

formen av z(t — L), (b.) fouriertransformen X (w) av x(t):s L-periodiska fortséttning
zp(t) =Y. x(t—nL)och (c.) alla L sa att x1,(¢) = 0 for alla t.

n

Lésning: Enligt fs, z(t — L) 75 e~ L X (w).
zr(t) =300 x(t—nL)y=a(t)x> o d(t—nL),sd Xp(w) =X (w) - ZY > §(w-—
n%) = QTTF ZZO:_OO X(n%)(?(w - TLZTW) (alla likheter som generaliserade funktioner).
z1,(t) skall vara 0 for alla t, dvs X ,(w) = 0 for alla w. Det betyder precis att X (n2r) =0,
allan =0, £1, £2,..., dvs nsin(fm%’r) = 0, alla n. Det géller omm mT” ar ett heltal for
alla n, dvs omm 1—L0 ar ett heltal, dvs omm L =1, 2, 5 eller 10.

T —iwL wsin® 5w L L L
Svar: a. z(t — L) > e Lﬁ, b. Xp(w) =225 _ X(n%)é(w—n3F),
c. alla sAdana virden ar L =1, 2, 5, 10.




