KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 20 oktober 2010

1. Vi soker (a.) allménna losningen och (b.) lésningen med y(1) = 0 och dess maximala
definitionsintervall till ekvationen (e¥** — ¥~ %)y’ = etV 4 %7V,

Losning:

a. Ekvationen kan skrivas e¥ (e —e~ ")y’ = e”(e¥+e~¥). Den &r tydligen separabel Férz =0
eY e”

blir den 0 = e¥ + e~ Y, sd ingen l6sning finns i x = 0. Om x # 0 far man P Sy’ = o —— och
forlangning ger €2yz+1y = 6212 -. Den integreras direkt till 1 In|e?¥ +1| = 11In \627” —-1/+C,
sd e + 1 = e2Ce? — 1] = D(e?* — 1), D(= +e2%) ;é 0 och den allmanna losningen

y(z) = 3 In(D(e** — 1) — 1), med D en konstant # 0.
b. y(1) = 0ger 0 = LIn(D(e* —1) — 1), s4 D(e? = 1) —1 = 1, dvs D = %, och

2(e? -1)
e2—1

med ( 1) —1> 0 (s& In &r definierad), dvs 2(621: - ].) > 62 -1 x> %ln ezT+1
Svar a.: Allméinna 16sningen y(x) = % 5 In(D(e** — 1) — 1), D konstant, 76 0,

2(e?®_1)
e2—1

lésningen y(z) = 5 1In(

1). Vi soker ett maximalt intervall (som innehéaller 1 och)

b.: Losning y(x) = 3 In( —1), maXImalt definitionsintervall |1 In € +1 , 00[.

2. Vi soker z(t) och y(t) med z(0) = 4, y(0) = —3 och sa att 6x = 3z’ —2y’, 6y = 3z’ —4y’

Lo6sning:
Alternativ 1, med egenvektorer etc.

Lat x(t) = (zgg) Vi har 6X=( )x dvs x’ = Ax, med A = (é g),x(O)Z (,43).

As egenvirden: 0 = det(A—\I) = |*3* 22, | =A2=A—6 = (A=3)(A+2),88 A2 =3, —2.
Egenvektor till Ay =3: (322 | §) < (312 ] 9). Vikan taky = (3).

Egenvektor till A, = —2: (§77 [ §) < (§° | §). Vikan ta ko = (3).

Den allméinna lésningen blir x(¢) = c1e3* (3) + c2e™2* (1). Konstanterna ¢y, ¢z bestims av

=cie
begynnelsevillkoret, ( %) =x(0) =c1 (3) + c2 (3 ), sd ¢; = 3, ca = —2. Det ger
Svar: Losningen dr x(t) = 6 e3* — 2e72t och y(t) = 3e3t — 6e~2%.
Alternativ 2, med laplacetransform.

L-transformation av ekvationerna (med begynnelsevillkoren) ger 6X = 3(sX —4)—2(sY +3)
och 6Y = 3(sX —4) — 4(sY +3), dvs i matrisform (*3,° _72%¢) () = (%) och saledes fas

s—6 — -1 1 Cds—6 2s .
() = (3‘356 %) () = m( 155032°6) (3%) och X(s) = (545%
5= s+2 och Y(s) = % =5 S%, S& svar som ovar.

3. Ett visst kausalt (h(t) = 0 {or ¢ < 0) LTI-system tar insignalen z(t) som ar 1 for 0 < ¢ < 7
och 0 £.6. till utsignalen y(t) som &r 1 f6r 0 < ¢t < 27 och 0 {.6.

Vi soker (a.) laplacetransformen H(s) av pulssvaret h(t), (b.) pulssvaret h(t),

(c.) utsignalen for insignal z(¢) som é&r sint f6r ¢ > 0 och 0 f6r ¢t < 0 och

(d.) utsignalen for insignal z(t) = sint for alla t.

Losning:

a. Systemet ar LTL si y(t) = h(t) x a(t) = [ h(r)z(t — 7)dr = [} h(T)x(t — 7)dr
)X (s). Vi vet att x(t) = U(t) — Ut — 7) ger
y(t) = U(t)—U(t—2r), & H(s) = 212 — 3U=¢ o = L+e ™ och (b.) A(t) = 5( )40 (t—).
I c. &r insignalen x(t) = sint-U(t), sa X(s) = - ochY(s)=H(s)X(s) = S2+1 (1+e7 ™),
vilket ger y(t) = sint + sin(t — 7)U(t — 7) = sint — sint - U(t — 7), dvs y(t) = sint for
0<t<m, 0fo.

I d. kan vi anvéinda faltningen (euer v(w)), det kunde vi ha gjort i c¢. ocksa. x(t) = sint ger
y(t) = h(t) = ax(t) = [ sinT(0(t —7) + 6(t — 7 — 7)) dT = sint + sin(t — 7) = 0 for alla ¢(!).
Svar a.: Sokta transformen H(s) = 14+e~ ™%, b.: Pulssvaret h(t) = §(t)+(t—),
c.: Utsignalen y(t) ar sint for 0 < ¢t < 7, 0 £.6., d.: Utsignalen blir 0 (for alla ¢t).




4. Vi soker (a.) de generaliserade derivatorna z’(t) och z”(t) for x(¢) som &r = sint for
0<t<m =costfor =5 <t <0,=0f0. Viskall ocksa (b.) anvéinda x( )+ 2’ (t) for att

bestdmma fouriertransformen X (w) och (c.) finna A som gor f — A2 dt minimal,

dér y(t) dr den m-periodiska fortséttningen for x(t).

Lo6sning:

sint, 0 < t<m
a. z(t) = < cost, 5 <t <0 och ar styckvis kontinuerlig och deriverbar, sa

0, fo cost, 0<t<m
x'(t) ={z'(t)}—0(t) =—4d(t) +{ —sint, —3 <1 <0 tyx(t)harett sprang —1i ¢ = 0.
0, £.8

Ocksa {x/(t)} ar styckvis kontinuerlig och deriverbar, sa —sint. 0

27 () ={a' (1)} —6'(t) =—8'(t) +8(t+3)+6(t)+8(t—m)+1 — cost, —

ty {'(t)} har sprang 1it = -7, 0, . 0, fo

b. x(t) +2"(t) = —0'(t) +6(t + §) + 0(t) + 6(t — m), sa fouriertransformering ger X (w) +

(10)2X (@) = —(—(=iw)) + 3% + 1+ e, dvs X (w) = LeErte ™ miv

(Ocksa for w = £1 blir X (w) kontinuerlig)

c. Enligt teorin for fourierserier dr [ 2, |y(t) — A e"?|? dt minimal fér A = co, koefficienten i
2

t<m
<t<O0

mq/\

den komplexa fourierserien for y(t). Men da y(t) dr den m-periodiska fortsattningen av z(t)
ar (enligt fs) ¢ = X (k2),sd c =1X(4) =1 Lpe'8lpe moi4 _ 3-di

-4 57
Svar a.,b.: z’(t), ' (t), X(w) som ovan, c.: A = 41’5773 ger minimum.

5. Visoker y(t), t > 0, som for ¢t > 0 uppfyller y(¢ +5f0 e” cos(2T) y(t —7)dr =36(t —1).

Losning:
Eftersom integralen dr en (laplace-)faltning ger L-transformering av ekvationen att
Y (s)+ 5 L{e" cos(2t)} V(s) = 3™, 52 Y (s)(1 + 2 Poidyn) = Y (8) 55ds = 3¢

1)2+22 s2—-25+5
Det ger att Y (s) = & (_1555 3e % = % Bt =3¢+ (2 - 2Fy)es. L7}

Svar: y(t) =36(t—1) + (5 —20e 3¢\ Y (t — 1) for t > 0.

6. Enligt samplingssatsen kan en funktion 2(#) med X (w) = 0 for |w| > T aterskapas fran
den samplade funktionen z,(t) = Y07 x(nT)d(t — nT).

Vi soker resultaten da man forsoker aterskapa x(t) ur xs(t) sa men (a.) z(t) = x1(t) +x2(t),
dér X;(w) =0 om |w| > & och Xo(w) =0 om |w — 2F| > Z respektive (b.) X(w) =0 om
|w| > 7%= och virdena blandats samman sa att man (1 tron att det ar x4(t)) anvinder

(0) = D)0 D), din () = {10 DT e

Losning:
a. zs5(t) => oo x(nT)é(t—nT) = z(t)- Zf_foo 5(t—nT), s (med fs) dess fouriertrans-
form X (w) = =X (w)* 2> Sw—nZZE) =53 X(w-n%). Om X(w) =0 for

w| > X fis X (w) som T rect 45X, (w), men nu far man Y (w) = T rect 45X, (w) = X1 (w)+
Xo(w+ 27), sa resultatet av forsoket att aterskapa z(t) blir y(t) = z1(t) + e~ 27T 1o (1),

b. Nu har man (i tron att det &r x4(t)) [0}, mycket formler, men faktiskt inte s svart.]

Uo(8) = 3 o 20+ DT)O(E — 1T) + X, sgaa 2((n — DT)(E - nT) =

=z(t+T) >, jamm O —nT) +2(t =T) - 32, 1442 0(t —nT) =

=z(t+T) > O0(t— 2kT) +at-T) -2 6(t—nT)— Zk, o O(t —2KT)), sa

n=—oo

Vo) = g (U7X (@) 02 100 Sw—nZ )t (e T X @)+ (B 3o Sw—nZF)—
3D —oo 0w — n%))zw Yo @I X (W — )+

1 (e e T (0 0B 5300 e_i(“’_”%)TX( ni)).
P.g.a. villkoret pd X (w) blir nu Y (w)(= T rect 4L Y, (w)) = 3T X (w ) (1-1)e ™TX (w),
say(t) =Lzt +T) +a(t —T)).

Svar: Resultaten blir (a.) z1(t) + e~ T x4(t) och (b.) %(w(t +T)4+z(t—T)).




