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55, y(0) = 1. Vi soker
(a) ett samband (utan derivator och integraler) mellan z och y(x)
och (b) zq sa att y(z) = 2.

1. y(z) bestams for alla z av y’' =

Losning: 2 -
Ekvationen r separabel. Man finner (3y? + 1)y’ = 22 och med 18 ////
integration y3 +y = %3 + C, C konstant. y(0) =1 ger C =2, sa //LO5 -

=30 +y—2). y=2ger a3 =3-8=24. /

Svar: Det sokta vardet ar xg = /24 = 2/3. 7T -osj L

2. Med x(t) = (Zg;), A = (5 %) och f(t) = (((11“3)”64) soker vi (a) x(t) som upp-

fyller x’ = Ax och x(0) = ('), (b) en fundamentalmatris ®(¢) fér x’ = Ax och (c) den
allménna losningen x(¢) till x’ = Ax + f(¢).

Lo6sning:

Alternativ 1, med egenvektorer etc. Forst finner vi A:s egenvirden och egenvektorer:
0=det(A—AI) = |5 6 -3 )\| =M -2 -3=(A=-3)(A+1),88 A1 =3, —1.
Egenvektor till A\; = 3: ( 2 3% ’ 9) <:> (&8 8) Vikan taky = (1)).

Egenvektor till Ay = —1: ( % 2 _2 | 9 (8(1) | 9). Vikan ta ko = (13).
Den allménna lésningen blir x(t) = e3t( ) + coe” (_13) och en fundamentalmatris
®(t) = ( e’ ‘;::t) den sokta losnlngen bestams av begynnelsevillkoret, ( ) =x(0) =

cl( )—|—02( ) sacp=1,c=—2.

For den inhomogena ekvationen anvénder vi variation av parametrar. Med x(t) = ®(¢)u(t)
t

blir ekvationen ®(t)u’ = f(t), sa u’ = ®(t) " f(t) = —u (*i’;— ij,j) f(t) =

2e2t
3,-3t 1,3t —t B . —lemdty . .
= (ie%et Q_G%Gt ) ((_“itg):)eft) = (e t‘“)7 sa u(t) = ( 4%-%02 Cl) och allménna 16sningen
x(t) = ®(t)u(t) = —Lte (L) + Let (L) +ere® (1) +eaet (L5).
Svar a: Losningen &r z(t) = e3* ( 11) —2e7*(13), b: En fundamentalmatris

ar ®(t) = (_e;t _f}:_t>, c: Den allménna l6sningen &r x(t) = —ie_t (_11) +
%e‘t (23) +c1e® () +c2e”(%3), c1,2 godtyckliga konstanter.

Alternativ 2, med laplacetransform.

L-transformation av ekvationen (med begynnelsevillkor) ger (sI — A)X = xo(+F(s)), dar

1

F(s) = L{f(¢)} = <_+11+<+1§)2 ) Ia fis X(s) = (sI — A)71xq,ib. ®(t) = L7H{(sI —

s+L7 (s+1)2

A)~ '} ochic. X(s)=(sI—A)"(xg+ F(s)). Svaren som ovan.

3. Visdker viirdet av integralen [~ e=3 ["sin(4(y—7))U(y—T7) e~ 2=~ cos(5(x—y)) dy dx.

Losning:

Om man bortser fran namnen pa variablerna, ser man att det sokta vérdet ar F(3), dér

F(s)=L{f(t)} och f(t) = (g% h)(t) 'Laplacetaltning™), g(t) = sin(4(t — 7))U(t — 7) och h(t) =

e~% cos(5t). Man far F(s) = G(s)- H(s) med G(s) = 6_78ﬁ och H(s) = m Det
—21
ger F(3) =e 73 32142 . (3+:32J)r22+52 = 2¢— . (Alternativt kan man byta integrationsordning i

dubbelintegralen.)

2¢—21
125 °

Svar: Integralens virde ar




2e’ cost, 0<t
4. z'(t) ar 6(t) + e™6(t — ) + e oSt __<__ < " och xz(—m) = 0. Vi séker (a) z(t),
0, for ovrigt,

(b) ”(¢t) och (¢) 2" (t) — 2z’ (t) + 2x(t) och med hjalp av den fouriertransformen X (w).

Losning:

d-funktionerna visar att x(0+) — z(0—) = 1 och z(7+) —a(n—) = €™. Da t < 0 ar =(t)

primitiv funktion till 0 och z(—7) =0,sa z(t) =0 for t <0 och z(0—) =0. For0 <t <

&r x(t) primitiv funktion till 2e®cost och x(0+) = 1. [2e'costdt = Re [2e1+)tdt =

Re 2651_:;” +C = e'(cost+sint)+C. Det ger z(0+) = 14+C, sa C = 0 och da z(7—) = —€™.

For ¢ > 7 ar «(t) primitiv funktion till 0 och x(7+) = 0, sa x(t) =0 for ¢ > 7.

Man far x”(t) = §'(¢t) + ™6’ (t — ) + {{z' (&) }'} + 20(t) + 2e™0(t — ) = ' (t) + ™' (t —
t .

™)+ 2000 + 2070(¢ —m) 4 {3 Cst s, g <t <,

Inséttning ger o’ (t) —2x'(¢)+2x(t) = 6/ (t)+€™0 ' (t—m)+25(t)+2e™ 6 (t—m) —25(t) —2e™ 5 (t —

o+ {get(cost —sint) — 2 2e cost + 2et(cost + sint), fQO’< t<m _ 5'() + €5 (t — 7).

Saledes 2/ (t) — 22/ (t) + 22(t) ©5 (—w? — 2w + 2) X (w) = iw + iweTe ™™,

S ) el(cost +sint), 0<t<m
var a. z(t) =
0, for Svrigt,’

t o
b. :E"(t) — 5’(t)+e”6’(t—7r)+25(t)+2e”5(t—7r)+{(2)6 (COSt Slnt), o<t

.o . . 9
R for ovrigt,

c. @”(t) — 22 (t) + 2x(t) = 8/ (t) + €78’ (t — ) och X (w) = “IHeTTT),

5. Vi soker alla y(t) (kontinuerliga och av exponentiell typ, med y’(t) styckvis kontinuerlig
och) med y(0) = 0 som uppfyller y'(¢) + ft Ty(t — 1) dr = 2(cost — sint).

Losning:

)} =Y(s), L{y'(O)} = sY (s) —

Laplacetransformering ger (med givna villkoren pa y) L{y(t)} =
—5Y (s) (ty en "laplacefaltning”)

y(0) = sY(s), L{f €*" t* m)dr} = L{e*}{y(t)} =
och E{Q(cost —sint)} = 2=,

2+1
Man fér ekvationen sY (s) + -15Y (s) = 2(§+P, dvs 2 ;25+1Y( ) = QSI_P, sa
Y(s) = (3—21()5(;?4-1) = 552131 — Sil (partialbraksuppdelning) och

Svar: y(t) = cost + 3sint — et #r den enda sddana funktionen.

6. Vi vet att z(t) = 0 om |t| > 3w, att y(¢) = 0 om |¢| > 7 och att X(n) = Y (n) for alla
heltal n. Vi skall uttrycka y(¢) med hjélp av z(t):s vérden.

Losning:

Vifar X(w)-> 02  dw—n)=>"" _Xn)d(lw-—-n)=>"" _Y(n)(w-—n)=Y(w)-
Yoo O0(w—n). Men (fs) Y07 d(t—n2m) R Yoo 0(w—n), sa inverstransformering
ger Top(t) => 00 x(t—n2m) =ax(t)xd 0 6t —n2m) =y(t) x> 6(t—n2m) =
Sooe oyt —n2m) = yar(t). z(t) och y(t) har alltsd samma 27-periodiska fortsittning.

(Det kan alternativt ses av att (fs) o (t) har fourierkoefficienter ¢,, = 5= X (n).)
For |t| < 7 ar y(t) = yor (t) och xor(t) = z(t — 27) + x(t) + z(t + 27) (Svriga termer ar 0), sa
Svar: y(t) = (t — 2w) + =(t) + «(t + 27) for |t| < 7w, 0 annars.




