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(a) Finn allménna lésningen till ekvationen

d
(z% + 1)% +zy(x) = Va2 + 1.

(b) Finn 16sningen som uppfyller y(0) = 2.

Losning.

(a) Det ar en linjar ekvation. Vi skriver om den i form

n T B 1
YT e1Y T 2 +1

och hittar integrerande faktorn

T 1 9
p(r) = exp (/ o 1dx) = exp <§ln(:p + 1)) =22 ¥ 1.

Efter multiplikation med den ekvationen blir

NVl — =1
Y Va2 +1

eller i
%(y\/xz +1)=1.

Integrering ger

yVarl+1l=x+C

och
x4+ C

v= 2+1

(b) Inséttningen av begynnelsevillkor y(0) = 2 ger oss C' = 2 och vi far

T+ 2

v 2+1

En funktion y(t) ar definierad och deriverbar fér ¢ > 0. Den uppfyller integra-
lekvation

t
y(t) =te " + 2/ Y (T)e" " dr.
0

(a) Bestam y(0).
(b) Bestam y(t) for ¢ > 0.

Losning.



(a) Inséttning av ¢ = 0 till ekvationen ger oss
0
y(0) =0+ 2/ Y (r)e”tdr = 0.
0

(b) Lat Y'(s) vara Laplacetransform av y(t). Vi observerar att integralen i hoger-
led av ekvationen ar faltningen av y/(t) och e~*. Vi tar nu Laplacetransform av
ekvationen och vi far

1
Y(s)= 2sY .
Detta ger oss
—1 1/2 —1/2
Y(s) = - M2 Y

(s+1)(s—1) s+1 s—1
Invers Laplacetransform ger oss

1 1
y(t) = 56”‘/ - Eet
Funktionen
e
) —
/) 2 4 t2 — cost
har fouriertransformen F(w) = g(w).

(a) Vad &r fouriertransformen G(w) av funktionen g(t)?
(b) Vad ar fouriertransformen H(w) av funktionen

h(t) = /OO e Tg(27)g(t — 7 + 1) dr?

o0

Svaren far inte innehélla integraler. Funktionerna g(t) och h(t) behover inte be-
stammas.

Lo6sning. (a) Eftersom invers Fouriertransform av ¢ ar f, vi har
o it AW’
| st 55 = fo),
oo T
Fouriertransformen av ¢ blir da

o , o - oodw! 2me™v
— —itw — N, —w w7 or =29 _ — .
G(w) /_oog(t)e dt /_Oog(w)e 5 2T mf(—w) SRR —

2

(b) Funktionen h #r faltningen av funktioner e3g(2t) och g(¢t+1). Enligt standar-
da egenskaper hos Fouriertransform, funktionen ¢(2t) har transformen %G(w /2)
och funktionen e3*g(2t) har transformen

1
La(w-3)2) = : 3
2 2+ (452)7 — cos (%57)

Funktionen ¢(¢ + 1) har Fouriertransformen ¢“G(w). Till slut, funktionen A har
Fouriertransformen som &ar produkt

. o3)2
2%26’“’7‘“27(73)

(2 4+ w? — cosw)(2 + (“’773)2 — cos (“’Tf?’))

SGl(w = 3)/2) - ¢¥Glw) =



4.
(3p)
(3p)
(3p)
(8p) 5.

Funktionen x(t) dr definierad pa intervallet [—2, 2] med formeln

0 , —2<t<0;
z(t)=< t—t* ,0<t<1;
0 1<t<2.

(a) Bestam de generaliserade derivatorna z'(t), z”(t), =’ (t).
(b) Anvand z"(t) for att bestdmma fouriertransform X (w) av funktionen z(t).

(c) Bestdm komplexa fourierserien for 4-periodiska fortsattningen av z(t).

Lo6sning.
(a) Svar:
0 , —2<1<0;
Zt)y=<¢ 1-2t 0<t<1; ;
0 1<t <2,
0 , —-2<t<0;
'ty =0(t)+o(t—-1)+< =2 ,0<t<1;
0 ,1<t<2.
2"(t) =8(t) +0'(t — 1) — 20(¢t) + 26(t — 1).
(b) Vi har

X(w) = /_ " s(t)etedt — ¥ ( / T + St — 1) — 26(¢) + 20(t — 1))e“wczt> _

= % (iw +iwe ™ — 2 4 QG_W) .

¢) 4-periodiska fortsittningen av z:(t) motsvarar till sampling av + X (w) i punkter
p g pling 1 p
w, = 5. Detta ger oss Fourierserien

(o] .
E — (zwn + iwpe” " — 2+ 2e “"") glnt
n=-—o0o Wh

dar w, = 5.

Ett LTI (d v s linjart tidsinvariant) system har pulssvaret
h(t) = e sinc(4(t — 3)).

Vad blir utsignalen y(t) d& insignalen ar z(t) = sinc(4t)?

Hér sinc(t) betecknar sinus cardinalis d v s

sin 7t t ?é 0:
1 — Tt ) ’
sinc(t) = { 1 ioo

Lo6sning.

For utsignalen y(t) galler det att dess Fouriertransform Y (w) ar Y (w) = H(w) X (w),

dar H, X ar Fouriertransformer av h, z. Vi soker dem forst.



(2p)

(2p)

(3p)

(3p)

Funktionen z(t) = sinc(4t) transformeras till X (w) = Irects,(w), dér

_J L el <a/z;
rect,(w) = { 0 |w| > a2

Detta ger oss Fouriertransform H(w) av h(t)

1

. 1 .. _ .
H(w) — Ze—3z(w+7r)rect87r(w + 7'(') _ _1632“} . { 1, Mm<w< 371',

0, w< —b5H7 eller w > 3.

For Y(w) vi far

I S L, —4m < w < 3m; I ey
Y(w)= _Ee . { 0 w< drellerw>3n. = —166 rectr, (w + m/2).
Detta ger oss
o,
y(t) = 3—;(3_””5/25inc (3.5(t —3)).

En signal z(t) samplas med ett sampelavstdnd pad 7' = 0.2 millisekunder d v s
man avlaser virdena x(nT') for alla heltal n.

(a) Vilket samband rader mellan fouriertransformerna X (f) och Y (f) for x(t)
och motsvarande sampelfunktion

o

y(t) = > a(nT)s(t —nT)?

n=—00
Frekvensvariabeln f mats i Hz.

(b) For en viss signal z((t) ar sampelvardena xo(nT") = 0 for alla heltal n, utom
for n = 10 da sampelvirdet 4r = 0.1. Bestdam Y'(f).

(c) Man far veta att signalen xy(t) dessutom ar bandbegriansad med bandbredden
2.5kHz, d v s for signalens fouriertransform X (f) géaller att X (f) = 0 om |f] >
2500, f métt i Hz. Vilket samband géller mellan X (f) och Y'(f) da |f] < 25007

(d) Bestdm z(t) med hjilp av svaren i uppgifter (b) och (c).

Svaren till (b), (c) far inte innehalla integraler eller serier. Motivera svaren noga.

Losning.
(a) Svar:
) = 5000 Z (f — 5000).

n=—oo

(b) Samplad signal blir det y(t) = 0.15(¢—0.002) vilket ger Y (f) = 0.1~ 0-0022if

)
(c) Eftersom Y (f) ges som 5000-periodiska fortséttningen av 5000X (f), vi har
Y (f) = 5000X (f) da |f] < 2500,

(d) Fran (b) och (c) far vi
X(f) = O.16_0'002'2mfrect5000(f).

Detta ger oss
x(t) = 500sinc (5000(t — 0.002)) .



