SF1635, Signaler och system I

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2012-06-11

1) Losning

Ansitt ¢y = z(x) och hyfsa DE, sa far man

r__2 ,__2
x+2 T+ 2

z

som har den integrerande faktorn

Tillsammans med ekv(1) blir det

2,2
x4+ 2 (r +2)3

(p2) =

2 —1
pz / (x+2)3 YT 7 T 01
= z2=y = —-1+C(z+2)
vilket ger den allminna l6sningen

y = —x+%01(;c+2)3+02

Begynnelsevillkoren y(0) = —2, 4/(0) = 7 ger sedan C} =2, Cy =

y(z) = —x+2(g:+2)3_2

till svaret 3 3

_22

3 som leder

2) Losning

Laplacetransformen av de bada DE och insidttning av de givna begynnelsevillkoren

ger snabbt
sX(s) = —2X(s)+Y(s)
sY(s) = —6X(s)+3Y(s)+ SJrLl
som i sin tur leder till
(s+2)X-Y =0
6X + (s —3)Y = lerl
Inséttning av ekv(9) i ekv(10) ger nu
6X + (s —3)(s +2)X = H% = (s —1)sX
— X(s) = 3(521— 1)



Om vi nu sétter in ekv(12) i ekv (9) far vi

. s+2 1 2
Y(s) = D) - F1 s ED (13)

BETA ger nu enkelt och snabbt svaren:

z(t) = —1 + cosh(t), y(t) = —2 + 2 cosh(t) + sinh(?)

3) Losning

t2—1, |t <1;

a) Vi observerar att f(t) = —[t? — 1| =
) 1) | | {1—t2, 1<t| <2

Da ar det dags att studera aktuella figurer:
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Figur 1: f, ', f"

Observera att pga ytrymmesskil argumenten till 6 och ¢’ inte dr utsatta i
figuren for f”. Inspektion leder oss snabbt till:

2t, |t| < 1;

f’(t>=—35(t+2>+35<t—2>+{ 2, 1<t <2

respektive

FI) = =38 (t+2) +38(t —2) +46(t +2) +46(t —2)

—45(t+1) —40(t — 1) — 2 rect G) +4 rect (%)




BETA och/eller enkla rakningar ger snabbt

(P F() = Bjo(-e™ +e7%) 4 4o o) (14
—4(e’ +e77) — %sin(Qw) + %sin(m) (15)

Hyfsning och foérenkling resulterar nu i svaret

F(w) = —g sin(2w) — %(COS(QW) — cos(w)) + % sin(2w) — % sin(w)

Eftersom

1 2

F(O):/f(t)dt:F(O):2/t2—1dt+2/1—t2dt=...:—4 (16)

0 1

Alternativa sétt att berikna F'(0) dr en McLaurin-utveckling eller L’Hopital’s
regel som tar en aning ldngre tid men ger naturligtvis samma svar F'(0) = —4.

4) Losning

Det forsta man borde observera &r att f4(¢) dr faltningen

t+1

_ du t 1
fA(t)_/uz—l—AQ = rect <2>*—t2—|—A2 (17)

t—1

vilket innebéar att, se BETA,

Falw)=5F [rect (%)] (w)-§ lm} (W) = 2sinw %Q—AM (18)

Svar a):

Fa(w) = 2 Si?uw o~ Alwl

Har skall vi studera

:/Fl/g(w)e_ ’w’/de:/ZLWSi%e_QWVde (19)

Vid det laget far man ide ‘'n att I har nagot samband med en fourierinvers pa
platsen t =0 !!
Det forsta vi observerar ar att A = 1 och att, se svar a):

sinw —fw| _ 1
T e o FI(W) (20)



Insdttning i ekv(19) ger

o0 o0

[ / sr L Py (w)dw = L / 4 Fy(@)ePdiw = A7 f1(0)  (21)

21 T

—00 —00

Med A =1 och t = 0 insatt i integralen, ekv(17), far vi

+1

I =4nf1(0) = 47r/ u;lji - = dmw2 arctan(1) = 4w 2§ (22)

-1

Svar b):

I =47 f1(0) = 272

5) Losning
S(t), —co<t<oo
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Figur 2: s(t) 6ver 3 perioder

a) Det finns flera metoder att 16sa problemet, men i detta fall kan det vara minst

kravande att anvinda sig av sambandet mellan Fourierserier och -transformer,
se FS(gron) sid 100

< (33 ™

dér vi har perioden P = 27 och
Y stéar for transformen av y(t) = s(t) = e’ i intervallet —7 <t < 7.
Detta leder nu till

™

Y(w) = /eteiwtdt —_— e e . — eﬂe_lwlﬂ__iz_ﬂeZWW (24)

—Tr



Satter vi nu P = 27 i ekv(23) far vi

_ L _ ewe—inrr _ e—ﬁeinﬂ'
en = 37Y (1) 27(1 — in) (25)

och svaret blir

(=1)"(e"—e™™) _ (=1)"sinh(m)
27(1 —in) 7(l—in) ~’

Cp = n=0,+1,+2 ...

b) Med lite eftertanke och en blick pa figuren far man svaret

s(4) = e*27 ~ 0,1020, ty 4 — 27 ligger i (—m, 7)

¢) Som vi vet blir Fourierseriens funktionsvérde i en sprangpunkt lika med me-
delvirdet i spranget, mao blir svaret

s(m) = %(s(mr) +s(m2)) = %(e_7r +€™) = cosh(m) ~ 11,5920

6) Losning
Boérja med
— o
x(nT) = 10 cos (O, 227 + 13> (26)
och jamfor det med
x(nT) = Acos(2m f,Tn + ¢) (27)

dar f, star for de sokta frekvenserna.
Da far vi direkt A = 10 och 2f,T = 0,22 = f, = (0,22)1000/2 = 110 Hz
och p = = med resultatet z(t) = 10 cos (27r110t + L) inte ovéntad.

13 13/’
Det enklaste séttet att berdkna de andra,intressanta frekvenserna &r via

Fourier-transformen av den samplade signalen och dértill en figur i frekvensplanet:

o

X(f) =7 Y X(f-mf)=

m=—00

(X(f)+X(f£f)+ X(F£2£)..), (28)

|l

dér punkterna star for, antagligen, ointressanta termer! Vi far se.
Vi bérjar med

X(f) =L (3(f = 110)e7™/15 + 6(f + 110)e97/19) (29)
som leder till
Xo(f) = 2 (5(f = 110)e// 4 5(f + 110)e 7™/ (30)

+0(f =110 £ f)el™ + 5(f + 110 £ f)e 7™/ 4+ ..))  (31)
mao fas de aktuella frekvenserna ur sambanden

fo = |fo £mfs| = |110 £ m1000| < 1000 Hz, m =0,1,2... (32)

3
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Figur 3: samplingsresultatet i f-planet

Olikheten i ekv(32) satisfieras endast av m = 0 och m = 1 vilket leder till

enligt ovan och 1 (t) = 10 cos <27r(—890)t + %) = 10 cos (27r(890)t — %)

Observera minustecknet i argumentet, se figur(3). Alltsa far vi svaret:

A =10, fo = 110Hz med ¢q = 113, samt f; = 890Hz med ¢, = — L




