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1.  Funktionen y(z) = ” uppfyller differentialekvation
zy'+(x—1)y — 2z — 1)y =0.

Finn allménna l6sningen till ekvationen.

Losning. Vi anvinder oss av metoden av reduktion av ordning. Vi sdker da den
allména 16sningen till ekvationen i form y(z) = e*u(z) med ny obekant funktion
u(z). Vi har

y'(z) = e (u+u); y'(z) =€ (u+2u +u").
Inséttningen till ekvationen ger oss
zy" + (x— 1)y — 2z — 1)y = e"(zu” + (3z — 1)u').

Den nya ekvationen for funktionen u ar

u" = (1/x = 3)u'.
Vi betecknar z(z) = u' och l6ser den sista ekvation som en separabel ekvation.
Den blir

dz 1 5

- = _ z

dz x
varav

Inz=Inz—-3z+C

och

2(z) = Croe™".

Vi fick v/(z) = Cyze 3. Integrering ger oss

och svaret blir

dar C7, Cy ar godtyckliga konstanter.

2. En funktion y(t) dr definierad och deriverbar f6r ¢ > 0. Den uppfyller sambandet

1 t
y(t) =1+ 5/ TQy(t —7)dr
0

och begynnelsevillkor y(0) = 0. Bestdm funktionen y(t).



Losning. Vi anvinder Laplacetransform for att bestdmma l6sningen. Vi beteck-
nar med Y (s) Laplacetransformen av l6sningen y(t) d v s Y(s) = L{y(t)}(s).
Integralen i hogerled av ekvationen i uppgiften &r faltning av funktioner y(t) och
t2. Ekvationen 6vergar efer Laplacetransform till

1 1 2
Y(s) =~ +-Y(s)=.
V(s) =+ V()
Vi 16ser ut Y (s):
2
s
Y(s)= .

Partielbrakuppdelningen ger oss
1/4 1/4  1/2+40-s

Y(s) = -
(s) s—1 s+1 s2+1
varav ) | )
y(t) = Zet - Ze_t + 3 sint.
Funktionen
et
)=

/) 3+ 12 —sint

har Fouriertransformen F'(w) = g(w).

(a) Vad ar Fouriertransformen G(w) av funktionen g(t)?

(b) Vad dr Fouriertransformen H(w) av funktionen

o0

h(t) = /_ e*Tg(37)g(t — 7 + 4) dr?

o0

Svaren far inte innehalla integraler. Funktionerna ¢(t) och h(t) behdver inte
bestammas.

Losning. (a) Eftersom invers Fouriertransform av g &r f, vi har
& - dw/
n ,ttw
= = F).
| atner 55 = s

Fouriertransformen av ¢ blir da

4

e , e o dw 2me™v

G — t —ztwdt: / —ww ™ 9r — 9 . = -

@ = [ e [ glu)e G am = omp() =

(b) Funktionen h ir faltningen av funktioner e**¢(3t) och g(t+4). Enligt standar-

da egenskaper hos Fouriertransform, funktionen ¢(3t) har transformen $+G(w/3)
och funktionen e*!¢(3t) har transformen

27re_<wT_2)4
3(3+ (252)" +sin (552))
Funktionen g(t +4) har Fouriertransformen ¢“*“G(w). Till slut, funktionen h har
Fouriertransformen som &r produkt

SGl(w - 2)/3) =

w—2

47T26i4w—w4—<7)4

3(3 4+ w? +sinw)(3 + (“T_Q)z + sin ("JT_Q))

%G((m —9)/3) - MG (w) —



Funktionen xz(t) ar definierad med formeln

~f Isin(nt)| , om —1<t<1;
x(t)—{ 0 , om [t| > 1.

(a) Bestam formeln for uttrycket z”(t) + w2z (t).

(b) Anvénd resultatet i (a) for att bestdimma Fouriertransform X (w) av funktio-
nen z(t).

(c) Bestam komplexa Fourierserien for 2-periodiska fortséttningen av x(t).

Losning. (a) Vi har forst

—sin(nt) , om — 1<t <0
z(t) =< sin(rt) , om0 <t <1;
0 , om |t| > 1.

Detta ger oss
—mcos(mt) , om —1<t<O0;
2'(t) =4 mcos(nt) , om0 <t<I;
0 , om |t| > 1.

Funktionen 2’ innehaller inga J-funktioner eftersom x(t) &r kontinuerlig, den in-
nehaller inga sprang. Daremot, derivatan x’ har sprang i punkter t = —1, t = 0,
t = 1. De motsvarar till d-funktioner i formeln for andra derivatan. T ex vi har
(=1 —=0) =0 och /(=1 + 0) = 7 vilket ger oss termen 7d(t + 1) i formeln for
x”. Hela formeln ar

m?sin(nt)  , om — 1<t <O0;
2"'(t) = —7?sin(rt) , om 0 <t <1; +7wo(t + 1) + 270 (t) + mo(t — 1).
0 , om [t| > 1.

Svaret i (a) blir

2" (t) + 2w (t) = 76(t + 1) + 276(t) + mo(t — 1).

(b) Vi tar Fouriertransform av sista formeln och vi far
(iw)* X (w) + 7 X (w) = €™ + 2w + e~ ™ = 27(1 + cos(t)).
Detta ger oss

27(1 + cos(t))
2 _ 2

X(w) =

(¢) 2-periodiska fortsittningen av z(t) motsvarar till sampling av X i punkter
wy, = m™n. Fourierserien blir d&

400
, 1 1
E cpe™  dir ¢, = =X(mn) = M.
2 (1 —n?)

n=—oo



Ett LTI (d v s linjart tidsinvariant) system &r sadant att det transformerar varje
insignalen x;j,(t) = cos(wt) med w > 0 till utsignalen x4 (t) = e”“sin(wt). Vad

blir utsignalen xy,¢(t) da insignalen &r z;p (t) = 57

Losning. Eftersom cos(wt) = €™ + 27" och sin(wt) = —Le™* + Le™™ ser
vi att LTI-systemet transformerar exponenten e™? till —ie och exponenten

e~ till ie~¥e ™! d& w > 0. Detta ger oss dverforingsfunktionen

—w eiwt

w|

H(w) = —isign (w)e”!
Om insignalen &r z(t) = ﬁ da géller det att Y (w) = H(w)X (w) {6r utsignalen
y(t).

Vi réknar Fouriertransformen X (w) m h av dualiteten. Vita formelsamlingen ger
oss att F.T. av funktionen f(t) = =2 #r g(w) = ﬁ varav F.T. av funktionen

g(t) = 7+ ar (se 16sning av uppgift 3) 27 f(—w) = 2me~ 2l Detta ger oss

T
X(w) = e 2l
(@) =2
och utsignalen har F.T.
Y(w) = —%Tsign (w)e 3,
Invers Fouriertransformen av den rdknas m h av dualiteten igen och vi far
t
t) = ——=.
) = 55 1g)

En signal z(t) r definierad pa intervallet —T" < ¢ < T'. Matte Signalsson forscker
att utveckla den i Fourierserie men han tar av misstag felaktiga formeln

1 T

- 27
= te tT dt
o7 |, e

Cn

och han bildar felaktiga Fourierserien

“+oo
S(t) = Z Cpel T

n=—oo

(a) Uttryck erhallen summa S(t) i ursprungliga signalen z(¢) da variabeln ¢ ligger
iintervallet =T <t <T.

(b) Finns det mojlighet att aterskapa z(¢) fran summan S(¢) om man vet att
z(t) =04da [t| > T/2?

(c) Vad &r ritta formeln for ¢, och ritta Fourierserien som konvergerar till sig-
nalen z(t) pa intervallet —7" < ¢ < T7

Losning. Enklaste dr att besvara (c): eftersom ldngden av intervallet [—T', T &r
2T, man skall ha P = 2T som perioden i formler for Fourier serien. Detta ger oss
1 (T

— 57 P x(t)e*i%m dt.

o0
x(t) = Z et dir e,

n=—0oo



Nu besvarar vi (a). Vi tdnker nu pa funktionen x(¢) som definierad pa hela reel-
la axeln genom att sitta z(t) = 0 da |[t| > T. Mattes formeln for ¢, blir da

Fouriertransformen:
B 1 X 2mn
“=or T )

Att skapa foljden av koefficienterna ¢, innebér samplingen sa att fi var samplad
funktion

[e.e] o)

2mn 1 1 2mn 2mn
Z Cnd (“ N T) - ﬁXsamplad(w) = or Z X (T) 0 <w - T) -

n=—oco n=—oco
Att rdkna summan S(t) innebér att tillimpa invers Fouriertransform till summan
2 i Cn0 (w - %—n)
= " T

d v s till funktionen %Xsamplad (w). Enligt standarda sambandet mellan sampling

av Fouriertransformen och periodiska fortséttningen av funktionen far vi att S(¢)
dr peroidiska fortsittningen av funktionen x(¢) med perioden P = T Detta ger
oss formeln (pa hela reella axeln)

@) +2(t+T)), da —T <t<0;
S(”—{ Lelt—T) +(t)), da0<t<T,

Till slut besvarar vi (b). Om man vet att z(t) = 0 da |t| > T//2 d& olika termerna
i formeln for T-periodiska fortsdttningen av x inte "Gverlappar"varandra. Detta
ger oss att

S(t) = -x(t)
pa intervallet [—T'/2, T /2] och signalen z(t) aterskapas med formeln

l’(t) =2 rect[_T/g’T/g] (t) S(t)



