SF1635, Signaler och system I

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2014-01-14

1) Losning

Vi loser problemet mh a integrerande faktorn p(z) = e™* och far sambandet

(e"y) =e™* +3e "sinx (1)
efxy:_efx_gefx <Slnx—iz-cosx) L (2)
3 .
y(z) = -1 — (5) (sinz + cosx) + ce® (3)
Om y(z) skall vara begrinsad sa maste ¢ = 0, vilket leder till
3
y0) = -1- 2=, (@)

som ger svaret

yo=—3 och y(x)=—1~(3) (sinz + cosx)

2) Losning

Vi bérjar som vanligt med att skriva ODE’n pa standardform

6 4 Inx
V'+ v+ S5y=2—, >0 (5)
x x x
Dérefter ansétter vi, dir vi viljer den ’enklare’ av de 2 givna lésningarna,

1

y(x)=z(x)y = z2(x)r ' =y = — P =y =7 - 20?4 22073

Inséttning i ekv(5) leder till

4 1
Sl p 4 = 20 2 Ing = 2 4~ = 2% (6)
x x
som vi l6ser mh a den integrerande faktorn
1
p(z) = o Waoyde _ 44 (") = " (7)
x

och erhaller forst,
se BETA, avsnitt 7.4, n =3,a =1, [ 2*Inzdr = 2*(Inz/4 — 1/16) + C

1 1
2ot = /2x3 In zdx = 22* <H - —) + 4 (8)

och efter hyfsning och integration

T )

Detta resulterar i den allménna lésningen

1



Inz 5 C5 O Cy
alm(Z) = —— — s+ —5 + — d Cy=-——
Yam(@) = 5= — g g+ med Cg=—
Insittning av y(1) = —2, y/(1) = —1 leder till slut till svaret
3) Losning
i) Egenvirden fas mh a sambanden:
det (A — AI) = A e iaats—o
¢ I IS T R -
som ger egenvirdena \; o = —1 £ 2¢, dir \; = —1 — 24 leder i sin tur till

ii)

iii)

iv)

egenvektorn vy:

=U=—wv 12012 = — V] = ;
1 14142 V1s 11 12 ) 1 1 )

Detta resulterar i

-2 . 0 -2
Xi(t) = ( ) Z) (71720t — ot { <1> +1 ( 0 ) } (cos 2t — isin 2t)(10)
—2sin 2t —2cos 2t
= et [T e 5O (1)
cos 2t —sin 2t

Fran teorien vet vi att den allménna l6sningen fas via
Xam (t) = i Re{X4 (1)} + coIm{X; ()} (12)

som i vart fall, se ekv(11), ger svaret i matrisform

Xt (1) [ —2sin2t Lo et —2cos 2t
allm(t) = cre™ coe ,

! ! cos 2t ? —sin2¢
Svaret ovan ger

X (0) = (g) = <(1)> + e <_(2)> — 1 =2,06=0 (13)

som leder till kurvan som ar utritad blatt i fasportrittet,

X(6) = 26 (—2 sin 2t> 14

cos 2t
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Figur 1: 2/ = —x — 4y, v/ = v —y

v) Eftersom vara 2 egenvirden har negativ realdel blir slutsatsen att origo &r en
stabil spiralpunkt.

4) Losning

Vi loser problemet forst mh a Fourier-transformen, den andra metoden &r att an-
vinda sig av faltningen i tidsplanet, som vi tar dérefter.

Metod I:

Vi vet att

y(t) = (xxh)(1) 5 V(W) = X(@)H(w) T y(t) (15)
alltsa borjar vi med, se BETA,

Xw) = m(w)+-—, Hw)= - . (16)
Ylw) = (”M*Jiw) (1+2jw_2—2jw> a7)

= o) (e ) () (-2 ) )
- W T e 2—jw jw) \1+jw 2-jw
1 2 2

jw  2—jw 14 jw

(19)

dér vi anvéinde partialbraksuppdelning map jw pa andra delen av sambandet (18)
Enkel tabellslagning i BETA ger svaret

y(t) =U(t) — e*U(—t) — 2e7U(2)

Figur 2 visar funktionerna xz(t), h(t) ochy(t) = (x * h)(t)



Faltningen y(t) = (xxh)(t)

Figur 2:
Metod II:
Har giller det att studera faltningsintegralen
Yy = / x(t — 7)h(T)dT (20)
2
X(to), t=-1s \
1
- h(t)
0 T=t
T
_1 -
-2 1 1 1 1 )
-3 -2 -1 0 1 2 3
T
2r \
X(t-1), t = +1s
1 - <
w
0 T=1 T
_1 -
-2 1 1 1 1 )
-3 -2 -1 0 1 2 3
T
Figur 3:

a) Steg 1: y1(¢), t < 0: se figur 3, 6vre



t<0

Yy = / —2e*Tdr = - = —¢* (21)

—0o0

b) Steg 2: y,(t), t > 0: se figur 3, nedre

t>0 0 t

Yo = / h(t)dr = / —2e*7dr + /QBTdT = (22)
o “oo 0
=... = —1+2-2)=1-2" (23)

som ger naturligtvis samma svar som i Metod I, réda linjen i figur 2.

5) Losning

Z-transformering av den givna ODE leder till

—10s —27s

s*Y (s) — sy(0) — 4/(0) +3sY () — 3y(0) +2Y (s) = e > + eT + 672”2 | (24)
Inséttning av begynnelsevirden ger
, 1 5 —10s ) —27s
3s+2)Y(s) —==e"" e 25
(s +3s+2)Y(s) 5=¢ + +e P (25)
Alltsa fas I6sningen i s-planet
1/92 —5s —10s —27s
Y(S) _ ( / )+e € —27 € (26)

+e
(s+2)(s+1) s(s+2)(s+1) (s+1)%(s+2)
och nu ger BETA, avsnitt 13.5,

—_
s

TEDIE s —e gt (27)
s(s+ 2;(8 +1) ﬂ % (e_2t —27+ 1) (28)
o 1)1(5 ) L % ot 4 get (29)

e T F(s) 7 { gft -7, i i ;3 0 (30)

Inséttning av dessa samband i ekv(26) resulterar i svaret

y=1(t—e ) Ut)+ (e — e 2 Ut - 5) +
1 (e720710) — 26=(=10) 4 1) (¢t — 10) +
e (e72072m) — o= (72m) 4 (¢ — 27)e~ (72 Y (t — 2rr)




6) Losning

Det enklaste sattet att berdkna de intressanta frekvenserna &ar via Fourier-trans-
formen av den samplade signalen:

XN =% 3 X(f-mf) (1)
alltsa borjar vi med o
a)
X(f) = ;(w —1000) + 8(f + 1000)) (32)
+2%, (6(f — 3000)e™™/3 — §(f + 3000)e’™?) (33)
(57 — 6000) + 5(f + 6000)) (34)

Sampling av z(t) med f; = 5000Hz ger en signal vars frekvensinnehall dr den
fs-periodiska fortsittningen till X:s frekvensinnehall, se ekv(31).
Frekvenserna blir nu +10004+-m5000, +3000+m5000 och £6000+m5000,

m heltal. Vid applicering av LP-filtret kapas alla frekvenser utanfor intervallet
|f| < 2500Hz.

Aterstar frekvenserna f = 41000Hz och + 2000Hz I

b) Resultaten i a) leder till

Velf) = 3(6(f —1000) + (7 +1000)) (35)
+2% (8(f +2000)e™™/3 — §(f — 2000)e’™/?) (36)
+§(5( f = 1000) + 6(f + 1000)) (37)

Forst observerar vi att sambandet (36) star for Fourier-transformen av
—55in(40007t + 7/3)!! och inverstransformering av Yiex(f) ger nu svaret

Yrek(t) = 13 cos(20007t) — 5 sin (40007t + %)

Nedanstaende figur 4 visar amplitudspektra for x(t) och yyex(t)

Kommentar: Man kan ocksa fa fram sinus bidraget i svaret genom att studera
5 sin (%(3000 5000 — g) — 5sin (27r(—2000)t - g) (38)
= —5sin (40007t + g) (39)

VSV.
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Figur 4:




