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1. (a) Bestdm den allménna lésningen till det givna ODE-systemet
' = 2x — by;
Yy =x—2y.

Svaret skall vara i reell form!

1 ) 1 tidsmoment ¢t = 0.

(b) Bestam &ven l6sningen som gar genom punkten ( 0

Loésning. (a) Det &r ett ljnjart system med konstanta koefficienter. Vi soker forst
egenvardena av matrisen. Det karakteristiska polynomet &ar

‘2—)\ -5

2

Det har komplexa rotter A = 4i. Eftersom matrisen &r reell récker det att hitta
en komplex 16sning till systemet och ta darefter dess reell och imaginér del som
tva linjart oberoende reella 16sningar.

Vi viljer egenvirdet A\ = ¢ och vi far motsvarande egenvektor v = ( 2 41_ ! )

Detta ger oss den komplexa l6sningen till systemet

X (1) = 241\ & [ 2cost—sint+i(cost+ 2sint)
komplex'®/ — 1 <~ cost +isint '

Dess reell och imaginér del ger oss tva reella l6sningar

2cost —sint cost + 2sint
Xalt) = ( cost ) och  Xp(t) = ( sint ) '

Den allménna losningen ar
X(t) == Cle(t) + CQXQ(t),

dar 4, Cy ar godtyckliga reella konstanter.
(b) Vi stoppar ¢t = 0 till sista formeln. Detta ger oss

(o) =) (o)

Vi hittar Cy = 0, Cy = 1 vilket ger oss 16sningen

cost + 2sint
sint ’

X(t) = Xo(t) = (



Bestédm 16sningen till begynnelsevardesproblemet
y" +2y +2y = h(t); y(0) =0; y(0) = 1.

Har ar
h(t) = 2, om 7w <t <2,
1 0, om0<t<mellert>2r.

Losning. Vi anviander Laplacetransform for att bestdmma 16sningen. Vi beteck-
nar med Y (s) Laplacetransformen av l6sningen y(t) d v s Y(s) = L{y(t)}(s).
Vénsterledet av ekvationen har da Laplacetransformen

s%Y (5) — 1 +2sY (s) 4+ 2Y (s).
Vi skriver om hogerledet som
h(t) =2U(t — m) — 2U(t — 27),
dar U ar Heavisides funktion. Laplacetransform av hogerledet blir da

e~ TS 26—27rs

s s
Hela ekvationen efter Laplacetransform blir

2e~ TS 2 —27s
(s +25+2)Y(s) — 1 = c =
S S

och vi hittar

1 e~ TS 267271'3

Y(s) = + -

$24+2s+2  s(s2+25s+2) s(s2+2s+2)

Nu soker vi invers Laplacetransform. Uttrycket for Y (s) bestar av 3 termer. Den

forsta termen ar
1 1

2+25+2 (s+12+1

Invers Laplacetransform av den dr e !sint.

For att hantera den andra termen behéver vi forst partiellbrakuppdelning:

1 A B(s+1)+C

s(s24+2s+2) s (s+1)241°
Vi hittar A =1/2, B=C = —1/2. Detta ger oss den andra termen i form
e " s+1 1

—TS —TS

— e — T
s (s+1)2+1 (s+1)2+1
Invers Laplacetransformen blir
Ut —7) + coste™ Ut — ) +sinte™ Ut — ).
Invers Laplacetransformen av den tredje termen hittas analogt som for den andra

termen. Den blir

—~U(t — 27) + coste®™ U(t — 27) + sinte*™ U(t — 2r).

Hela l6sningen ar

y(t) = e 'sint+(e" " +cost+sint)e™ U(t—7)+(—e' " +cost+sint)e™ U (t—2m).



En Fourier serie

S(t) = i by, sin(2nt)

konvergerar mot summan S(t) = 1 — cos(t) pa intervallet 0 < ¢t < /2.
(a) Bestam S(57/4) samt S(27/3).
(b) Berékna koefficienterna b,,.

(¢) Bestdm summan Y -2 |by|?.

Losning.

(a)Det ar sinus-Fourierserie vilket ger att summan &r en udda funktion. Vi far da
.o
S(t) = —(1 —cost), da — 5 < t <O0.

Dessutom, summan har perioden 7' = 7 pa hela reella axeln. Vi far da

Séf%:ﬂg)zl—mmhﬂ):l—i%
och 2 s 1
S(?) = S(—g) = —(1 —cos(m/3) = —3

(b) Koefficienterna b,, rdknas enligt standarda formler for sinus-Fourierserier:

4 71‘/2 4 7T/2 4 7'(‘/2
m:—/ S@gmmwm:—/ QM%@——/ cost - sin(2nt) df
™ Jo T Jo 0

™

2 2 2

= E(l - (_1)71) - 7T(2n + 1) B 7r(2n - 1)’

(c) Parsevals relation ger oss

d 4 /2 4 w/2
S =2 [T iswra=1 [T 0 -costar=3-",
n=1 T Jo ™ Jo

T

Funktionen z(t) ges av formeln

1 , om |t < 1;
z(t) =< 2—1t| , om1l<|t] <2;
0 , om [t| > 2.

(a) Rita grafer av funktioner x(t), z/(t), «"(t).

)

(b) Bestdm Fouriertransform av z”(¢) och berékna dérefter Fouriertransform
X (w) av funktionen z(?).

(c) Visa m h av resultatet i (b) att 3-periodiska fortséttningen av z ar konstant
pa hela reella axeln. Bestdm denna konstant.



Losning. (a) Vi har

0, omt < —2;

1, om —2<t<—1;
Zt)=<¢ 0, om —1<t<l;

-1, oml<t<2

0, om 2 < t.

Andra derivatan ar
2"(t) =0(t+2)—o(t+1)—d6(t—1)+(t —2).

(b) Den andra derivatan z”(t) har Fouriertransform —w?X (w). Sista formeln for
2" (t) ger oss
—w? X (w) = e*™ — ™ —e ™™ +e7? = 2cos 2w — 2 cos w.

Detta ger oss

X(w) _ 2cosw—2c032w.

w?

(c) 3-periodiska fortséttningen x3(t) av funktionen x motsvarar till sampling av
funktionen 2F X (w) i punkter w,, = 25", Funktionen x5 blir konstant om X (%) =
0 da n # 0 &r heltal. Téljaren i formeln for X (w) kan skrivas som

2cosw —2cos2w = 2cosw —Adcos? w4+ 2 = —422 + 22+ 2,

dér z = cosw. Om w = 2%, da dr z = 1 eller z = —1/2 (detta ser man litt pé
enhetscirkeln!). Béde virdena z = 1 eller 2 = —1/2 ger oss —42% + 22 +2 = 0
vilket ger oss X (252) = 0 da n # 0.

Konstanten som antas av x3 ar

lX(O) zllim 2cosw — 2cos 2w _ 1
3 3 w—0 3w?

(gréansvirdet kan berdknas t ex m h av L'Hospitals regel).

Ett linjart tidsinvariant system (d v s ett LTI-system) transformerar insignalen
T (t) = e”U(t) till utsignalen z (t) = e >U(t).

(a) Bestam systemets pulssvar h(t).

(b) Vad blir utsignalen dé insignalen dr e 3{(t)?

Hér U(t) dr Heavisides funktion.

Losning. (a) Insignalens Fouriertransform &r

1
X; =
in(@) = 7575
och utsignalens Fouriertransform ar
1

Xyt (w) =



Om h(t) ar systemets pulssvar da uppfyller dess Fouriertransform H (w)
Xyt(w) = H(w)Xjp (w).
Vi far da 4 9 5
Hw) = -1 —1 ——1 .
3+ 1w 3+ 1w 3+ 1w

Invers Fouriertransform ger oss

1
W)= 34w
och utsignalens Fouriertransform Y (w) &r
1 2

T 3tiw (3 +iw)?
Invers Fouriertransform ger oss utsignalen

y(t) = e 3Ut) — 2te > U(1).

En signal x(t) dr sadan att dess Fouriertransform X (w) &r nollskild endast i
intervaller —4 < w < —2 eller 0 < w < 2. Signalen x antar foljande virdena i
punkter nm, dar n ar heltal:

1, n=1;
z(nm) =4 —1, n=—1;
0, n# +1.

Bestdm virdena xz(mm/2), ddr m ar godtyckligt heltal.

Lo6sning. Enligt information om virdena x(nw) far vi for samplad signal med
sampelavstand 7w

o0

> a(nm)s(t —nw) = o(t —m) — 6(t + 7).

n=—oo

Fouriertransform av detta samband ger oss

1 & , .
— Z X(w—2k) =e"" — €™ = —2jsin(wr).
m

k=—o00

Information om X ger oss att
X(w)+ X(w—4) = —2irsin(rw)

da w ligger i intervallet [0, 2].



Sokta virdena x(mm/2) kan aterskapas genom att bilda samplad signal

o0

y(t) = > a(mm/2)s(t — mm/2).

m=—0o0

Den har 4-periodisk Fouriertransform

o0

Y (w) :% D X(w—4l).

Enligt information om X (w) och berékningen ovan hittar vi att

Y(w) = 2(X(w)+ X(w—4) ,da0<w<2 [ —disin(rw) ,da0<w<2
“ 0 da2<w<4. 10 da2<w<A4
P& andra sidan .
Y(w)= > z(mr/2e "/

Detta visar att vardena z(—mm/2) dr Fourierkoefficienter av 4-periodiska funk-
tionen Y (w). Vi far da

1 [? .
x(mm/2) = 4_1/ (—44) sin(mw)e™™/2 duw
0
och berdkningen ger oss
i 1—(=1)™
)= — ——
wmm/2) = =

Sista formel géller da m # £2. Om m = £+2 da far vi enligt uppgiften z(+m) =
+1.



