KTH Matematik

Tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210.
Onsdagen den 20 oktober 2004, kI 1400-1900.

Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att foélja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 1 ar avsedd fér betyg 3 och omfattar 6 moduler (uppgifter).
Foér godkant kravs att 5 moduler ar godkanda.
Del 2 &r avsedd for hégre betyg, 4 och 5, och omfattar 20 poang.
Poangfordelning pa del 2: 11-14 ger 5 poang vardera.
For betyg 4 kravs forutom godként pa del 1 dven minst 9 poang pa del 2.
For betyg 5 kravs forutom godként pa del 1 dven minst 15 poang pa del 2.
OBS! GODKANDA MODULER TILLGODORAKNAS ENDAST FRAN HOSTEN 2004. OBS!
Detta sker enligt foljande: Godkand modul nr i ger uppgift nr i godkand, i=1, 2,...6.
Del 1
Modul1. | en populationsmodell dr den_relativa tillvaxthastigheten , som funktion av antalet djur, ett
forstagradspolynom , namligen en konstant minus antalet djur ganger en annan konstant.
Konstanterna &r positiva. Stall upp en matematisk modell for ovanstaende.
Lat konstanterna darefter vara 5000 respektive 1.
Bestam populationen som funktion av tiden ¢ da den vid tiden O ar lika med 1000.
Lésning:
Lat populationen vid tiden ¢ vara P(t).

1 dpr P
d—=a—bP(t) : P _ap-bP* .
t) dt dt

Differentialekvationen blir

dpP
Med de givna konstanterna insatta erhalles d_ =5000P - P°.
t

Differentialekvationen ar av Bernoulli typ( den ar dven separabel).
Vi omformar differentialekvationen: P~ d_ =5000P" 1.
t
o el
dt dt

dz dz
Insattning ger: —Z =5000z-1, 7 + 5000z =1, vilken &r linjar med konstanta koefficienter.
t t

Dess I6sning erhalles som allmin homogen 16sning plus en partikularlésning.

o o0 1 A 41 , ) 5000
Vi erhdller z=——c¢ + = . Populationen ar P(t) = —— -
5000 5000 52880 Ae +1
Villkoret ger virdet pa konstanten: P(0) = ﬂ =1000, A=4.
+
5000

SVAR: Populationen ar P(t) = ———.
46_5000 t +1

Modul2. Differentialekvationen x°y" + xy' =4y=0, x> 0 satisfieras av funktionen Y = x.

N y - - . . 2 4
Bestdm den allmdnna I8sningen till differentialekvationen x“y"+ xy' —=4y=12x" , x>0.
Lésning:
Vi ansatter y = x’z .
Denna ansats séatter vi in i den inhomogena differentialekvationen och erhéller da den allmanna 16sningen.
En annan variant ar att satta in i den homogena differentialekvationen och erhalla den allménna homogena
I6sningen. Da aterstar att bestdamma en partikularlésning vilken erhélles med variation av parametrar.

2 2 3
X {xzz” +2x7 +2x7' + 21} + x{xzz' + 2xz} —4x’z=12x" , x*z" +5x°7' =12x" .

.. : . . 4 3 4
Har kan ordningen reduceras. Vi satter u =z, u' =z och erhdller x'u' +5xu=12x".

Differentialekvationen &r linjar och vi omformar den sa att vanstra ledet blir en derivata.
Multiplicera med Xx och integrera med avseende pa Xx:

Ou +5x =122, (FCu) =12, Xu=2x"+A, u=2x+Ax".
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Atersubstitution ger: 7' =2x + Ax”. Integrera med avseende pa x: z= x” + Bx™* + C.Den allmanna
I6sningen blir y = X¥z=x"(+B ' +C0)=Cx" + Bx "+ x*

Har kan allmdnna homogena 16sningen och en partikularlésning identifieras.

SVAR: Den allminna I6sningen ar y= Cx2 + Bx"2 +x4 .

Modul3. Bestam den I6sning till differentialekvationen y” +4y'+13y = 96(1-5)

00som uppfyller villkoren y(0) =4 och y'(0)=1. Har & 6(t —5) Diracs deltafunktion.
Lésning:

Vi Laplacetransformerar differentialekvationen.

sY(s) = sy(0) = y'(0) + 4(sY(s) — y(0)) +13Y(s) = 9¢~>* .

Insédttning av begynnelsevillkoren ger: (s2 +4s +13)Y(s) —4s -1+ 4(-4) = 9¢™,
Losut Y(s):

4s+17 N Oe™>* _ 4(s+2)+3'3+ Oe™>*

sS+4s+13 5 +4s5+13 (5+2°+9  (s+2)°+9

Atertransformera: y(t) = 4e™ cos3t +3e > sin 3t + U(t-5)- 3¢ sin3(z-5).
SVAR: Differentialekvationens Isning ar y(t) = 4e™ cos3t +3e” " sin 3t + 3U(r — 5)- e sin3(7-5).

Modul4. Bestam Fourierserien till den 2 -periodiska funktionen f som ges av
0000000000000 f(x) =sinSx+|sinx |, —x<x=<m.
Lésning:

Den sokta Fourierserien ar pa formen: @+ E(an cosnx + b, sinnx).
n=1

Den givna funktionen delas upp i tva delar,

dels fi(x)=sin5x, —w<x=<m dels f,(x)=|sinx |, ~-wr=x=<m.

Den forsta funktionen &r sin egen Fourierserie.

a
Den andra funktionen 4r en jamn funktion. Dess Fourierserie 4r pa formen — + Ean cosnx.
n=1
_ _ o 2 4 1
Enligt BETA 13.1. Nr10. &r Fourierserien lika med —+ — 3 cos2nx .
T a4<4n -1

) . . 2 4

Den sokta Fourierserien dr sin5x + — + —E > cos2nx .
n m<4n” -1
) . . 2 4
SVAR: Den soékta Fourierserien dr sinSx + —+—E 3 cos2nx .
T w<4n” -
Modul5. Berdkna dubbelintegralen ff2 i dxdy, dir D definieras av olikheterna 0 < x < y < 8- x” .
+ X
D

Lésning:
Vi borjar med y-integration och granserna ar da x respektive \/8— X,

For att bestdamma grénserna i x-led bestdammer vi skdrningspunkten mellan kurvorna y= x och y = \/8 -x.
Skarningspunkten ar (2, 2), ty x=0.

Granserna ar: 0 respektive 2.

Dubbelintegralen blir

2 [ y ] 2 [1 y? ]m 2 8-x2—
! o-r — 4
g o f

22 +x

Y
2+ x 4 s yJ} f

24+x 2o

= y=x y=x x=0

2 272
y x 4 . y
dxdy = 2-x)dx=|2x-— =4 — — =2 SVAR: Dubbelintegralen dxdy =2 .
‘g2+x Y x‘[o( ) [ 2]x=0 2 J g2+x Y
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Modul6. Bestam konstanten @ sa att vektorfiltet
a 2y
= 2 2
000000000000000 1+2x+y" " 1+2x+y)
far en potential U samt berikna denna.

Ange med det berdknade vardet pa konstanten a darefter vardet pa linjeintegralen fF -dr,
C

dar C &r kurvan y= x" — x fran (0,0) till (2,2).

Lésning:

Betrakta ett omrade déar singuldra punkter saknas. Vi betraktar det hogra halvplanet.
For att erhalla en potential U skall foljande villkor vara uppfyllt:

g _a |_ 9] 2
&y{1+2x+y2}_<9x{1+2x+y2}
Detta ger:
—-aly 22y
A+2x+y") (+2x+y")
Det ger oss att a = 2.

For en potential U giller att dU =F -dr | dvs
dU =U,dx+Ugdy = F-dr

ooooooooooo
Vi far i vart fall foljande system av partiella differentialekvationer.
[U/ 2 = U 2

= — x,y)=In|l+2x +y“|+

| vy (x.y) =In| Y| +e
1 J

| 2y 2y

U/ - — UIv = —+ !

[ Y14 2x +y? Y14 2x +y? &)

Identifiering ger gm=0, g(y=C,
Den sokta potentialen ar U(x,y) = lnll +2x+ y2| +C .
Vid berakning av linjeintegralen utnyttjar vi potentialen.

[Fedr=[dU=U@22)-U0.0)=1n9-Inl=1n9=2In3
C C

SVAR: Konstanten a = 2. Potentialen ar U(x,y) = lnll +2x+ y2 + C. Linjeintegralen &r fF'dr =2In3.
c

Del 2
11. Antalet ugglor i mossen, u(t), med ¢t matt i ar, varierar med tillgangen pa gnagare.
Om inga gnagare alls finns avtar u(¢) med en hastighet som ar proportionell mot u(?).

Om gnagare finns minskas den féregaende avtagandehastigheten med det konstanta
talet a (antal per tidsenhet).
a) Stall upp en differentialekvationen for u(t) som galler for a = 0.

b) Bestam u(t) for t >0 da u(0)=100, a=10In10 (= 23)

om man dessutom vet att #(0)=100 , a =0 ger u(1)=10.

¢) Hur manga ugglor i mossen kan anas i mossen efter mycket lang tid om #(0)=100, a=10In10 ?
Lésning:

du
a) Vi erhaller differentialekvationen d_ = —(ku(t)—a), dar k &r en positiv konstant.
t

. . . . du
Vi omformar differentialekvationen: d_ +ku(t)y=a.
t

b) For a =0 erhaller vi I16sningen: u(t) = u(())e_kt.
Villkoren %(0)=100, a=0 ger u(1)=10 ger: 10 =100e™"', ¢ =10, k =1n10.
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w a
For a = 0 erhaller vi I16sningen: u(t) = Ce gy

k

10In10
Villkoren u(0)=100, a=10In10 (=23) ger 100 = C + —

In10
Den erhélina I8sningen ar u(t) = 90¢ "'’ +10=90-10"" +10.
Efter mycket tid blir antalet ugglor lika med 10.

, C=90.

. . , du
SVAR: a) Differentialekvationen ar — + ku(t)=a.

b) Vid en godtycklig tid 4r antalet ugglor lika med u(t) = 90-10~ +10.
c) Efter lang tid ar antalet ugglor lika med 10.

12.a) Definiera begreppet fundamentalmingd av I6sningar till en homogen linjar differentialekvation
av ordning tva.
b) Till en andra ordningens linjar differentialekvation med konstanta koefficienter har féljande

: 2 -
l6sningar féreslagits : y, =3e™ +5¢*", v, =7e"", y, =4e™ - 9¢*", y, = Ue’™")’.
Kommentera detta forslag samt bestam en fundamentalmangd av I6sningar.

c) Betrakta en linjar homogen differentialekvation med konstanta koefficienter som svarar mot

fundamentalmangden av l6sningar i b) och med koefficienten framfér andraderivatan lika med ett.
Bestam den allmanna I6sningen till motsvarande inhomogena differentialekvation,

da dess hégerled ar g(x) = 25¢"".

Losning:

a) Fundamentalméangd av losningar till den homogena linjara differentialekvationen av ordning tva
bestar av tva linjart oberoende losningar till den linjara differentialekvationen av ordning tva.

b) For en linjar differentialekvation med konstanta koefficienter behovs tva linjart oberoende I6sningar.
2

En av de féreslagna Iosningarna ar ej majlig, det ar y, = 7", ty l6sningarna &r pa formen y(x) = ae™.

Till de aterstaende behdvs en bas av l6sningar. Tag som {e_x, e“}fundamentalméngd av lésningar.

y, =3e " +5e*, y, =de* -9e™, y, =7(e*)’ =Te*" kan uttryckas som linjarkombinationer av
fundamentalmangden.

c) Den karakteristiska ekvationen svarande mot fundamentallésningarna ar (r+1)(r—4)=0
Motsvarande homogena differentialekvation ar (D + 1)(D —-4)y =0 och den inhomogena
differentialekvationen blir (D +1)(D—4)y =25¢"".

satt y=e'z, " (D+5)Dz=25¢", (D+5)Dz=25 .

Ansatt: Z, =ax. Detta ger efter insattning Z,= 5x.

En partikulérldsning &r da y, = Sxe™.

. . _ 4 4
Den allmanna I6sningen ges av y =y, +y, = Ae”" + Be™™ + Sxe™.

X

SVAR: a) Se ovan. b) {e‘x, e4x}fundamentalméngd av losningar.c) y=y, +y, = Ae™ + Be* +5xe*.
’ 2
X\ (x+xy - 3x
13. Bestam de kritiska punkterna till systemet = e
y) \dy-2xy-y
Klassificera om mojligt dessa med avseende pa typ och stabilitet.

Ldsning:
Bestam forst de kritiska punkterna. Dar ar tangentvektorn lika med noll.

0\_(x+xy—3x2 _(x(1+y—3x)\
0) - 4y—2xy—y2) - y@é-2x-y))

Detta icke-linjara system har lésningarna: (0,0), (0,4), (1/3,0) och (1,2).
Vi linjariserar det icke-linjara systemet genom att bestama Jacobimatrisen i de aktuella punkterna.
I+y-6x X \

-2y 4-2x-2y) °

Vi erhaller da (

Jacobimatrisen &r lika med (
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Insattning av respektive punkt ger féljande matriser.

(0,0)
1 0\
Matrisen A = 0 4) har egenvdrdena 1 och 4. Dessa ar reella och skilda samt positiva.

Den kritiska punkten ar en instabil nod . Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

(0,4)

( 5 O\
Matrisen B =

-8 -4

Den kritiska punkten dr en sadelpunkt och darmed instabil.
Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

(1/3.,0)

har egenvadrdena 5 och -4. Dessa &r reella och med skilda tecken.

-1 1
Matrisen C = ( 0 1{}) har egenvardena -1 och 10/3. Dessa &r reella och med skilda tecken.
3

Den kritiska punkten ar en sadelpunkt och darmed instabil.
Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

(1,2)
-3 1 \

Matrisen D = 4 2} har egenvardena enligt féljande:

-3-A 1 5 5 5 15
0= =X +5A410=(A+=) +10- (=) =(A+=) +—

-4 -2-A 2 2 2 4
=-5+i4/15

Egenvardena r lika med A = Th/_ Dessa ar komplexa och med negativ realdel.

Den kritiska punkten ar en stabil spiral. Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

SVAR: De kritiska punkterna ar (0,0), (0,4), (1/3,0) och (1,2). Instabil nod ar (0,0).
Sadelpunkt och darmed instabil 4r (0,4) och (1/3,0). Stabil spiral ar (1,2).

14.a) Formulera divergenssatsen for vektorfaltet F(x, y,z)= (F(x,¥,2), F5(x,,2), (X, ¥, 2)).
b) Visa divergenssatsen for tredjekomponenten i vektorfiltet F.

r
c) Bestam flodet av vektorfaltet w = —, dar r =(x,y,z) och r = | r | ut genom den slutna ytan S,
r

dels i fallet da origo ligger innanfér ytan S, dels da origo ligger utanfor ytan S.
Lésning:

a) Divergenssatsen.

Lat K vara en kropp begriansad av den slutna ytan .

Lat n vara den utatriktade enhetsnormalen till ytan §.

Lat vidare vektorfaltet F ha kontinuerliga partiella derivator.

Da giller: ffF ‘ndo =fffdidexdde .
s K

b) Vi beskriver den utatriktade enhetsnormalen med hjilp av riktningscosiner,

dvs n = (cosa, cosf3, cosy)dir vinklarna ar vinkeln mellan den utatriktade enhetsnormalen och
respektive koordinataxel.

Vi antar att ytan Sskires i hégst tva punkter av linjer parallella av koordinataxlarna. | de fall ytan S
skares i fler an tva punkter uppdelas omradet i delomraden sa delytorna skares i hogst tva punkter.
Begransningsytan S bestar av tva delar:

S, 2=2,(x,y) begransar K uppat och §,: z=z(x,y) begransar K nedat.

De uppatriktade enhetsnormalerna till S, och S, bildar vinklarna y, respektive y, med positiva z-axeln.
Vi skall visa divergenssatsen for tredjekomponenten,

dvs visa att ffﬁ;(x,y,z)cosydo =fff%’y’z)dxdydz (1).
S K
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Vi integrerar forst H.L. i (1) med avseende pa z och erhaller en dubbelintegral vilken overfores till en
ytintegral.

JF, (x Y,2)
e

Dessa dubbelintegraler 6verféres till ytintegraler via sambandet do =

gz(x\)

dxdydz = fﬁ f

z=21(x,y)

JF; (x, y,z)

]
PR Tdm’y =£{F3(x,y,z2(x,y))dxdy —{!Fg(x,y,z, (x, y))dxdy

dxdy

|COS')/|
oF;(x, y,2) _
f{f ™ dxdydz —szng(x,y,z2 (x,y))cosydo —foFa (x,,7,(x, y))(=cosy)do

, dxdy =|cosyldo .

fff@d dydz = ffF(x y,2)cos ydo +ffF(x y,z)cosydo = ffF (x,y,z)cosydo=V.L.i(1).
)y Z

[II]I]I]I]I]EIIIIIIIIIIIIIIIIEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEI[II]I]I]I]I][II]I]I]I]I][II]I]I]I]VSV
c) Det givna vektorfédltet, Coulombfiltet, har en singular punkt, origo.
Vi beraknar divergensen av vektorfiltet.

r 1 1 3r 1
divF =div— = grad—-r +5divr=—F—-+—=53=0
r r r o
Da origo ligger utanfér ytan S kan divergenssatsen tillimpas

och vi erhaller att flsdet ut genom ytan S blir [[F-ndo = ([{divFdxdydz = 0.
(¥ b [

D4 origo ligger innanfor ytan S betraktas det omrade som ligger mellan ytan S och en lamplig yta som
omsluter origo. Vi véljer en sfar, Ss , med radien € och med centrum i origo. | det nya omradet finns inga

singuldra punkter och divergenssatsen kan anviandas pa detta omrade. Detta innebar att vi byter yta.
Flédet ut genom yta S och ut genom yta S, ar lika.

5 - ey = ((F -ade = (XX _ L
Utflodet blir foF ndO—gF ndo_gr3 rdo_fs!rz do.
Pa ytan S, galler att r = € och sfarytans area ar lika med Ae® .

. . . A 1 1 1
Vi erhaller da foF ‘ndo ={!?do =?{!do =?4J'E€2 =4,

vilket ej forandras da sfarens radie gar mot noll.
SVAR: a) och b) se ovan.
c) Utflédet ar 4 da origo ligger innanfér ytan S och O da origo ligger utanfor ytan S'.



