KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210(5B1230).
Onsdagen den 12 januari 2005, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 16-23p; 4: 24-30p; 5: 31-40p-, inklusive bonus.
Uppgifterna: 1 och 3 ger 4p; 2, 4-6 ger 3p; 7-9 ger 5p.
Bonuspoang raknas fran period 4 och period 1 2004.
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1. Berakna dubbelintegralen (D—)gdxdy, dar D &r den parallellogram som
- X
p Y
begransas av sidorna 2X+Yy =0, 2X+y =1, y- X=1ochy- Xx=2.
Ldsning:
ju=2x+y
Vi infor nya koordinater genom att satta: |
TV=y- X

Vi erhdller da integrationsomradet i uv-planet D, ={ (u,v) :0£U£1,1£VE 2}

vilket ar en kvadrat med axelparallella sidor.
Integrationselementet i xy-planet ersatts med ett motsvarande integrationselement i uv-planet.

Ytelementet dxdy = d(xy) dudv dar dxy) ar Jacobideterminanten.
d(u,v) d(uv)
o | _ duv) _p¢ ut |2
Vi beréknar forst Jacobideterminanten = = =3
dixy) v¢ v |1
ilket ger den sokta Jacobideterminant dxy) __1 __1 h ytel tet dxd _ dudv
vilket ger den sokta Jacobideterminanten = = — och ytelemente =—.
¢ dy)  doy) 3 %" T
d(yv)
Nu 6ver till dubbelintegralen.
2xty u % IR , & 1.2
ey 1..e 1 e 1.e-1 1€ = 1u
W——= dxdy== = dudv== i —duydv== ¢ dv==_-ev+=, =
Hy- x)° 3V 3£}ugV3 i; 3Vg v 38 vl _,

_le gl ool g1
“ge Verg e e Ve 5

2x+y

NG 1 15
SVAR: Dubbelintegralen &r (De—3dxdy: —?é- Je- —8 :
(Y- x) 3 2

2. Berakna flédet av vektorfaltet F = (X3, y3, 23) ut ur kroppen som definieras av olikheterna
X2 +y +Z £16 och 23 {X° + Y .
Losning:
Flodet ut ur kroppen, K, ges av flédesintegralen 6éver begransningsytan, S.
Flodet F = c‘!‘jZXﬁdo . dar N ar den uttriktade enhetsnormalen till ytan S.
S

Vi anvander divergenssatsen och har d& sambandet F = (f xndo = QuylivF dxdydz.
s K

Vi beraknar divergensen av vektorfaltet F =(x°, y°, Z°)

. d d d
och den ges av divF =—x* + —y° +— 7 =3x® + 3y* + 37°.
ox oy’ oz
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Flsde F = (Y xndo = GEpp(x° + y* + 2°)dxdydz
S K

A
Vi beskriver kroppen K med sfariskt polara koordinater.

1 T u
= : —_ < .
K, =(r0.0):0E1£4,0£0 £, 0£q <21

Flodet F = (gg)r’r “sinddrdodep

Kr()(p

B 4° e T .5 4°
F —3><2n><—5><é- cos7 +15=3n ><—5(2 \/5)

45
SVAR Utflédet ar F = 31 XE (2- \/_2) .

d
3. Bestam den I6sning till differentialekvationen d—(xy) = y*>JX som uppfyller villkoret y(1)=1.
X
Ange darefter I6sningens existensintervall.
LBsning:
. N 2 — /2
Vi utvecklar vanstra ledet och far: Xy¢+y =y ﬁ .

Detta ar en differentialekvation av Bernoulli typ.
Den triviala I6sningen, Y© O, &r ej av intresse i detta fall.

Omforma differentialekvationen genom att multiplicera med y'z.

D4 erhalles: Xy “y¢+y ™' = Jx.

satt: z=y , z¢=-y ’yt.

Insattning i differentialekvationen ger - XZ¢+ z = Jx , X2¢ z=- Jx.

Vi har fatt en linjar differentialekvation och denna I6ses med hjalp av en integrerande faktor.

Forst skriver vi om differentialekvationen p& standardform: z¢- —Z2=- — .
X X

Multiplicera med en integrerande faktor, € =e =—.

3
1 11 dad g_ 3
-20- -z=-—= , ——Z =- X
X X xJx ' dx€x @
N
Integrera med avseende pad X: — =2X +C, z=2Jx +Cx .
X

Men Z= Y ' ger: Yy =2Jx +Cx .
Det givna villkoret ger: 1=2+C , C=-1.
1

Den sokta I6sningen ar Yy = ——=— .
2Jx - x

Lésningens existensintervall skall uppfylla féljande villkor :
x>0 och 2JX - X = &(2 - ﬁ) 1 0 samt innehalla X =1.
Detta ger oss intervallet {X:0 <X < 4} .

1
SVAR: Differentialekvationens losning ar y = T och dess existensintervall ar {X :0<x< 4} .
X- X
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4. Los ekvationen
t

y&t) =cost + Qy(r)cos(t- t)dv 4 y(0) =1 .

Ldsning:
Vi Laplacetransformerar integrodifferentialekvationen.

S S
sY(s)- y(0) = +Y(s
O %0 == YO 7=
Lés ut Y(S) samt satt in begynnelsevillkoret.
s S 1 1 1
Y(s = +1 Y =5+-+=5.
O =Tl YOS+
Atertransformera:
2

t
t)=t+1+—.
(0 >

2
SVAR: Integrodifferentialekvationens I6sning ar y(t) =t+1 +E .

5. Betrakta differentialekvationen X'y 4xy¢+ 6y = x*e* |, x>0.

Motsvarande homogena differentialekvation har I6sningar pa formen Yy = X", dar N &r heltal.

Bestam den allméanna lésningen till den inhomogena differentialekvationen.

LOsning:

Den allménna lésningen erhdlles som den allmanna homogena Iésningen plus en partikular 16sning.

Vi satter in Y= X" i den homogena differentialekvationen X Y& 4xy¢+ 6y =0 och erhaller da foljande
ekvation X'n(n - 1)x" 2 - 4xnx" " +6x" =0 vilken omformas till (N(n- 1)- 4n+6)x" =0 .

Detta skall galla for alla X> O vilket leder till ekvationen N(N- 1)- 4n+6=0, n*- 5n+6=0.
Rétterna ar N =2 och N = 3.

Den allméanna Iésningen till den homogena differentialekvationen ar Yy, = Clx2 + C2X3.

Den inhomogena differentialekvationen skrives forst pa standardform: y@- 4x 'y¢+6x 7y = x’€* , x>0
Vi bestdmmer en partikularlésning med hjalp av metoden "variation av parameterar" och gor darvid
ansatsen Y, = u(x)x> +v(x)x°.
B omt ®0 5

% _20 o

Da erhdlles foljande system: % g % =% 5 -
e2x 3x°gevid exe' g

N 5 X
| - X'€e
j ut= —— = - xe"
X
Lés systemet. Cramers regel ger oss féljande 18sning: | 4 x
X'e
Jve=—01=¢
I X
Tu=-(xe"- €)
Integrera med avseende pa X: |
Tv=¢

En partikularisningen blir Y, = - (X€° - €)x* +€"x’ = &'x® .
Den allméanna lésningen gesav Y=Y, +Y, = qxz + (‘QX3 +e'x° .

SVAR: Den allmanna lésningen till den inhomogena differentialekvationen ges av
Y=YntY, = X’ +c, X +ex’ .

6. Differentialekvationen X@+ a((X(Da- X¢) + X=0, dar a ar en reell parameter, kan omformas till ett

system genom att satta Y = X{. D& blir y¢=- a(y3 - y) - X. Det uppkomna systemet har endast en kritisk

punkt. Bestam denna och avgor for vilka varden pa parametern @ som den kritiska punkten ar en spiral
samt nar denna &r stabil respektive instabil.
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Losning:
y .
Det uppkomna systemet ar X ¢= ?(Ob =¢ 9
eyw e-x-a(y’- y)o

| kritiska punkter ar X¢= 0. Detta ger oss lésningen X = 0, dvs origo ar den enda stationdra punkten.
Vi betraktar det linjariserade systemet, vilket erhélles genom att forst berdkna Jacobimatrisen i den
aktuella stationara punkten, origo.

Jacobimatrisen blir ! 0 Insattning av origo ger matrisen A = EEO 10
e-1 -a(3y*-1)e e-1 ag
N e B0 o, o | )
VArt linjariserade system ar X¢= &1 X . Vi bestammer matrisens egenvarden.
-a 1 a’
Dessa erhélles ur ekvationen 0= detié) =N- ah+1= a?\ == +1- —.
e -1 a- x 2@ 4
a a2 atyai-4 . _
Egenvardena ar A =§ +./- 1+Z = T . For att den stationara punkten skall vara en spiralpunkt

kravs att egenvarden ar komplexa med en realdel skild ifran noll.
Komplexa egenvarden erhélles da a’- 4<0,dvsda-2<a<?2.
For stabilitet kravs att realdelen av det komplexa egenvardet ar negativt och
for instabilitet kravs att realdelen av det komplexa egenvardet ar positivt.
Stabil spiralpunkt fas d& - 2 <a < 0 och instabil spiralpunkt fas dd 0 < a<2.
Detta galler for saval det linjariserade systemet som far det icke-linjara systemet.
For parametervardet a = 0 &r origo en centrumpunkt i det linjariserade systemet.
Dock kan ingen slutsats dras for det icke-linjara systemet med utgangspunkt frén detta.
1s

Daremot 6vergar det icke-linjara systemet, med a =0, till foljande linjara system X¢= &1 oﬂX.
Detta har rent imaginara egenvarden och saledes erhélles en centrumpunkt.
SVAR: Den kritiska punkten &r origo, (0,0).

Stabil spiralpunkt fas d& - 2<a< 0 och instabil spiralpunkt fd&s dd 0<a<2.

7. Betrakta en smal stav. L&t dess temperatur ges av U(X,t).

Dess ena dnde hélles vid den konstanta temperaturen O 0 C och dess andra ande ar isolerad.
Vid tiden t = O &r stavens temperatur U(X,0) =2sin3x + 5sin7x.

iugt:u)@,0<x<£2 , 1>0
|

[}
Detta ger upphov till foljande problem:  u(0,t) =0, ug— 1)=0, t>0

i
%u(x,O) =2sin3x+ 5sin7x , 0 <x <£2

Bestam stavens temperatur som funktion av laget och tiden.
Losning:

Vi bestammer lésningar pa formen U(X,t) = X(X)T(t).
Insattning i differentialekvationen ger X(X)T &t) = X &X)T(t) .

T&) _ X%x)

T(t)  X(X)
i X&x)- AX(x)=0
Vi far ett system av ordinara differentialekvationer: | .
T1T&t) - AT(t) =0
Dessa ekvationer ar linjira med konstanta koefficienter och 16ses med karakteristisk ekvation.
Vi betraktar den forsta ekvationen och far tre skilda fall att undersoka.
Dessa ar foljande: A >0, A =0 och A <O0.

Dividera med X(X)T(t) : = konstant = A..
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A=u’, ul R A =0 =-u’ ulR
X&) - u’X(x)=0 X®x)=0 X&x)+u’X(x) =0
X(x) = Ae” + Be X(X)=Ax+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux

Randvillkoren och variabelseparationen ger oss féljande villkor: X(0)T(t) =0, XCKEZ)T(t) =0, t>0.
Dessa skall galla for alla t >0.
Detta ger: X(0) =0, XG{%) =0.

Nu 6ver till de tre fallen. Vi behéver aven derivatan X&X) .

r=u’, ul R A =0 A=-u® ulR
X(x) = Ae” +Be ™ X(x) =Ax+B, X(x) = A,cosux + B, sinux
XE) = u(Ae” - Be™) X(0)= A X€X) = u(- A Sinux + B, cosyx)
Insattning av villkoren ger. R
A=u’, ul R A =0 A=-u’, ulR
X(0)=A+B =0 X(0)=B =0  X(0)=A =0
T uZ -uZ T T . T T
X‘(E):M(Aiez' Be ?)=0 X((E):AE:O X(I(E):u(-Asslnu§+%cosu§):0
N - N = O
2o jgzo ®
T Ia = ] T_
TuAi(eM2+e”2)=O 1A,=0 fMBscOSM—Z—O
Den enda icke-triviala I6sningen erhalles i fallet A =- u°, ul R .

D& erhdlles w=2n+1, nT N och Iésningen har formen X(X) = B, sin(2n +1)x .

Motsvarande t-ekvation har 16sningen T (t) = Cge“ = Qe'(2n+l) "
Vi far vara losningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givna randvillkoren pa
formen U (X,t) = X(X)T(t) = B,C,sin(2n+1)x e ®"V ",
Aven linjarkombinationer av sddana ldsningar &ar Iésningar.
¥
[o] - .
Vi erhaller u(x,t)= @ b.e ® 'sin(2n+1)x .
n=0

Det aterstar att bestamma koefficienterna.
Dessa erhélles med hjalp av det givna begynnelsevillkoret U(X,0) =2sin3x + 5sin7x .

¥
[¢} . . .

Insattning ger: U(X,0) =@ B,sin(2n +1)x =2sin3x+ 5sin7x.
n=0

Identifiering ger att alla utom tva koefficienter ar lika med noll.

Vi far b, = 2 och b, = 5. Den sokta Iosningen ar U(X,t) = 2e *sin3x+5e * sin7x .

SVAR: Den sokta I6sningen ar U(X,t) = 2€ *'sin3x +5e * sin7x .

8.a) L&t A vara en reell matris.
Betrakta det homogena systemet av linjara differentialekvationer X¢= A X.
En 16sning till detta system ges av Z = X; +1 X,, dar X, och X, &r reell- och vektorvérda funktioner.

Visa att aven X; och X, uppfyller systemet.
b) L&t den reella matrisen A ha egenvardet A =a +if3 och
tillhérande egenvektor &r V=V, + in, dar V; och Vv, ar reella vektorer.
Visa utgdende fran detta hur tva reella linjart oberoende I6sningar till systemet kan erhallas.
c) Bestam allmanna I6sningen till systemet X ¢= é ) 40X .
e5 -3

Ldsning:
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a) Vivetatt Z = X, +i X, satisfierar systemet X¢=AX.

Insattning ger (X, +1 X,)¢=A(X,+i X,).

Utnyttjandet av linjariteten hos deriveringen och matrismultiplikationen ger: Xg+i X¢=AX +i AX,.
iRe: Xg=AX,

Realdelen respektive imaginardelen ar: | VSV.

: X$=AX,

b) En komplex I8sning ges av

Z =" (v, +iv,) = € (cospt +isinpt)(v, +iv,) = €*{v, cospt - v,sinpt} +ie"{v,sinpt +v,cospt}
Realdel respektive imaginardel av den komplexa I6sningen ger tva reella linjart oberoende |6sningar.

|ReZ X, = €"{v, cospt - v,sinpt}
TImZ: X, =€&"{v,sinpt +v, cospt}

- 4('5
c) Vi bestammer forst egenvardena till matrisen A =Y .
e5 -3¢
B -4 2 2
Dessa erhalles ur ekvationen O = det(A - Al) = 3.3 =N +20+17=(A\ +1) +16.
Egenvardena ar A =- 1+ 4i . _
Vi bestammer en egenvektor till egenvardet A =- 1+ 4.
- - 0 i
Denna fas ur ekvationen 0= (A - Al)v = i@ V med A =- 1+4i insatt.
e5 -3-)\90
4 -4 5 2 9
Vi far eg V = 0. En I6sning ar V = EE .
& 5 -2-4dig J él- 2ig
: . o .g0¢
En komplex 16sning ar Z = € 1+4')tE’E oi =¢e '(cos4t +isi n4t)(§ +I§’E Z)
elg e-2
06, 1825 6. .U
Z=¢' ? COS4'[-ea Sln4t +ie’' ? Sln4t+§’EO cos4ty.
1&g & 20 E; 1810 &207 ]
Realdel respektive imaginardel av den komplexa lésningen ger tva reella linjart oberoende I&sningar.
i 2cos4t o
(ReZ =X —et'é cos4t - éeo sm4t e .
1 €lg f\; ecosAt + 2sin4tg
i
i I 2sindt 4
limz= X,=¢€" ié sm4t+6O cos4t .
; 2= léle & 267%™ &inat - 2c0sata
Den allménna I8sningen ges av en linjarkombination av de t_vé linjart oberoende I6ésningarna.
2cos4t o @ 2sin4t o)

X =¢X, +cX, =ce’ inatg T &€ &
@M TG TG0 Lot +2sindte” 2 &sinat - 2costte

eller med hjalp av en fundamentalmatris

(8;82e‘ ‘cosat 2e 'sindt o@ )
ée ' (cosat +2sindt) e'(sindt - 2cos4t)eec, @
1 X, = €"{v,cospt - v,sinpt}

SVAR: a) Se ovan . b) Tva linjart oberoende I6sningar ar { ) )
X, = e*{v,sinpt +v, cospt}
2cos4t o) ) 2sin4t S

> . +ce’
ecosdt + 2sindtg C

Den allmanna Igsningen ar X = ¢ X, +C,X, =ce' . .
c) Den allmanna lésningen ar CA,L TCA, =C &inat - 2cosata
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9. En infektionssjukdom antas sprida sig i en sédlstam med en hastighet som &ar proportionell mot
produkten av antalet infekterade och antalet icke-infekterade individer.

L&t andelen infekterade individer vara lika med X(t) .

Vid ett visst tillfalle var halva populationen infekterad och spridningshastigheten var da sa stor att,
om den férbleve konstant, sa skulle hela populationen vara infekterad efter 1 manad.

Hur stor del av populationen ar i sjalva verket infekterad efter en manad ?

Losning:

Vi stéller upp den matematiska modellen och erhaller darvid

ax(t

% = kx(t)(1- x(t)) ., dar K &r en konstant.

Vi kallar den tidpunkt t vid vilken halva populationen &r infekterad fort = O och valjer m&nad som tidsenhet.
1 dx 2 1

D& ar andelen infekterade lika med X(0) = > och tillvaxthastigheten E(O) :% = >

1 1 1
Insattning i differentialekvationen ger: > = kE (1- 5) , vilket ger K= 2.

Nu gar vi over till den uppstallda differentialekvationen med insatt varde pa K.

dx

— = 2X(1- X) ar separabel. Dess konstantlsningar saknar i detta fall intresse.

dt
1 dx _

Omformning av differentialekvationen ger ——— — =
x(1- x) dt

N _ i 1 pdx
Partialbrdksuppdelning ger | — + ——y— =
Ix 1- xpdt

Integrera med avseende pd t : Inix|- InfL- X =2t+ In|C1|.

X 1 X
Hyfsning ger Ir{m|:2t+ln|clj , m?’ 0 da0£ x<1ger 1 X:CEZt.

Villkoret X(0) Z—; ger C=1.

X
Vi satterin C=1i —— = Ce” och Ioser ut X(t).

et 1
1+e2t 1+e-2t'

D& erhélles: X(t) =

. 1
Efter en manad ar andelen infekterade lika med X(1) = Tra? » 88 %.
e

: . 1
SVAR: Andelen infekterade efter en manad ar X(1) = Tra’ » 88 %.
+e



