KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematik 1V,
5B1210(5B1230).
Tisdagen den 23 augusti 2005, kl 0800-1300.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa l6sningarna pa ett sddant satt att berdkningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 16-23p; 4: 24-30p; 5: 31p-.
Uppgifterna: 1, 3-4 och 6 ger 4p; 2, 5 och 7 ger 3p; 8-9 ger 5p.
Bonuspoang raknas fran period 1 2004 eller period 4 2005.
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1. En 500 liters tank innehaller ursprungligen 10 gram salt 16st i 200 liter vatten. En saltlésning
med koncentrationen 0.25 gram per liter pumpas in i tanken med en hastighet av 4 liter per minut.
Den vélblandade 16sningen pumpas ut med en hastighet av 2 liter per minut. N&r ar tanken full ?
Stall upp en differentialekvation for mangden av salt Q(t). Bestam koncentrationen K(t) gram per
liter i tanken vid en godtycklig tidpunkt t .
L&sning:
Tanken ar full d& det har pumpats in 500-200=300 liter l6sning.
Detta intréffar efter 300/(4-2)=150 minuter.
Vatskevolymen i tanken vid en godtycklig tidpunkt t ges av L(t) =200 + 2t.

Differentialekvationen fér mangden salt Q(t) ges av

dQ Ly Q) : QWM
— =0.25(g/l) ¥4(I/ min) - == (g/l)>2(I/min) =1- ———.
&t (9/1)>4( ) L(t)(g )>2(l/min) 10041
Vi har erhdllit en Igg\r dif(f_\)e(re)ntialekvation. do q
. H _ _ da -
Den kan skrivas pm + 100+ 1, (100 +1) pm +Q(t)=100 +t , pm {(100+t)Q(t)} =100 +1t
2
Integration med avseende pd t ger (100+t)Q(t) = @ +C.
o _ 1007
vid tiden t =0 ar Q =10 vilket ger att C =100x10- > = - 4000.
Mangd It vid dtycklig tidpunkt t Q@) = 100+t 4000
angden salt vid en godtycklig tidpun es av = -
g goadtycklig tidp , g > 100 +t
Koncentrationen K(t) = QA = 1 LOZ :
L(t) 4 (100+1)
_ _ 1 2000 |
SVAR: Tanken ar tom efter 150 minuter. Koncentrationen K(t) =— - ———— gram per liter.
4 (100+1)

2. Bestam de stationéara losningarna till differentialekvationen ﬂl =(y- 1)(y- 2)(y- 3) samt avgor om
dx

de ar stabila eller instabila.

LBsning:

Stationara I6sningar erhélles da derivatan &ar lika med noll, dvs dd y=1,y=2 och y= 3.
Vi studerar derivatans tecken.

y>3:3—i>0, y & vaxande.

3>y>2: %<O,yaravtagande.

2>y>1: 3—i>0, y & vaxande.
dy

1>y : —<0, vy ar avtagande.
y X y ag
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De stationara I6sningarna Y =1 och Y = 3 &r instabila och den stationéra I6sningen Y = 2 &r stabil.
SVAR: Y~ 1 och Y = 3 &r instabila och Y = 2 &r stabil.

e _ ] X&) = 2xy
3. Bestam jamviktspunkterna till systemet |

I y&t) =- x+3y+1

och deras art( sadel/nod/spiral , stabil/instabil) .

LBsning:

| jAmviktspunkterna &r tangentvektorn(hastighetsvektorn) lika med nollvektorn.
j0=2xy 1

Vi far | vilket ger oss tva jamviktspunkter (0,- =) och (1,0).
10=-x+3y+1 3

For att undersdka jamviktspunkternas art studerar vi det linjariserade systemet, vilket sker genom att vi
studerar Jacobimatrisen (funktionalmatrisen) i de aktuella punkterna.

gy 2%
Jacobimatrisen ar lika med ¥ .
e-1 3¢

1
(0" é)

O:

0
3

-+ ar diagonal och har reella, skilda egenvarden med olika tecken. Jamviktspunkten

RPwlN

x
Matrisen A =¢
e-

Q

(0,- E’,) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

(1,0)
0 %
Matrisen B = &1 3 ger information rérande dess egenvarden. Dessa erhalles ur ekvationen
0-n 2 ,
O0=det(B- Al)= L aa =A7- A +2=(A-1D(\- 2.

Egenvéardena ar reella, positiva och skilda.
Jamviktspunkten (1,0) ar en instabil nod.

: 1 N .
SVAR: Jamviktspunkterna ar (0,- é) en sadelpunkt och darmed instabil, och (1,0) &r instabil nod.

b. Los begynnelsevardesproblemet Y@t) +y(t) =f(t) , y(0) =2, y€0)=-1, t3 O, dar

N

L1,0et<Z
2
f(t)=i

T
. 3
{1,t

Berakna aven y(;)

LBsning:
Vi anvander oss av Laplacetransformation for att |6sa problemet.
Vi omformar f (t) med hjalp av Heavisides stegfunktion U(t- a).

I
2

1-2¢
vifar f(t) =1- 2U(t- %) , vars Laplacetransform ar F(S)= €

Laplacetransformera differentialekvationen:S°Y(S) - sy(0) - y€0) + Y(s) = F(s).

2s-1 F(s) 2s-1 1-2e°
2 + 2 - 2 + 2 .
sS+1 s+1 s +1 gs +1)

Los ut Y(S): Y(s) =



KTH Matematik

2s-1 i} S
f+1 1Is sz+1%

Atertransformera: Y(t) = 2cost - sint+1- cost- 2U(t - 12)(1- cos(t - EZ))

Jt
-s=
Partialbraksuppdelning ger: Y(S) = (1- 2e 2?).

Forenkling ger: Y(t) = cost - sint +1- 2U(t- 52)(1- sint).
Y(s—n) =COSﬁ - sinﬂ +1- 2U(ﬁ - E)(1- sinﬁ):0+1+1- 2X2=-2
2 2 2 2 2 2

SVAR: Den sokta losningen ar Y(t) = cost- sint +1- 2U(t- EZ)(l- sint). y(%n) =-2.

o . . 2 2
5. Berékna volymen av det omrdde som begransas av paraboloiderna Z= 8- X" - Y och

z= X +y°.

LBsning:

Volymen ges av trippelintegralen V = (ﬁ‘}ixdydz dar K ar det omrade vars volym skall
K

bestammas.

Vi bestammer forst integrationsomradet xy-planet.
z=8- X' - y=x*+y*, X +y* =4.
Omradet &r i xy-planet ar en cirkelskiva med centrum i (0,0) och med radien lika med tva.

is8 x2- yzu
Vi paborjar integrationen i z-led: V = (gpixdydz= §j  (flzydxdy= ff8- 2x* - 2y*} dxdy
K nyTz:x2+yzp Dy
Infér polara koordinater.
] X =T cosv dxdv=rdrde jr: 0® 2
. =rdr
%y:rsmv et %6:0®2n

2

V= (8- 2r*}rdrde =2>2n (J4r - r°)dr =4n X8- 4) =16n
Drg r=0

SVAR: Volymen av omraddet mellan paraboloiderna ar V = 167t .

6. En partikels lage ges av systemet X¢=%

5
X, dar X anger partikelns
e5 -29 gerp

lage i planet. Vidare galler att partikeln befinner sig i punkten z% 2 vid tiden t = 0. Bestam partikelns lage

vid en godtycklig tidpunkt T samt avgér vad som hander med partikeln efter l1ang tid.
LBsning:

Vi bestammer forst matrisens egenvarden.

-5

4- N
Dessa erhalles ur ekvationen O = det(A - Al) :‘ 5 5

%J:xz - 2L +17=(h- 1)’ +16.
Egenvardena ar komplexa och lika med A =1+ 4i .

Valj ett av egenvérqlena och bestam tillhérande egenvektor.

Vi véljer A =1+4i.

En egenvektor erhdlles ur ekvationen (A - Al)vV = 0 med egenvardet insatt.

@-1-4 -5 @4 -5 _ o _gtds
V=¥ .

& 5 2.1 4070 &5 340" 5
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e 5

Realdel och imaginardel av denna komplexa I'c')sning ger tva linjart oberoende losningar till systemet.

i CosAt - 4sin4tg
vifar X, =ReZ = e|éocos4t ?l S|n4t —e? 0

ngS+ 4o o 1@8s | gdoll
En komplex 16sning ar Z =e(l+4')t§’é =¢e'(cosat +i sm4t)i§3 + Ieél V.
o {é58" &0g)

1€50 [\; e 5cos4t o

J Sin4t + 4cos4t;
och XZ:ImZ:e|E’égosln4t+?l cos4ty —eé O.

1 €50 ?; e 5sin4t 4]

COs4t - 4sindty éa n4t + 4cos4ty

+ cze .

5cos4t [} e 5sin4t %]
Begynnelsevillkoret ger iei =X(0)=c, §O+C eélo 0 éo
S5 e0g ' eczﬂ e2g

cos4t - 4SI n4t0 EQSI n4t +4cosdty élcos4t - 2sindty

5cosat z é 5sin4t o dicos4t +10sin4tg

Partikeln beskriver en utatgéaende spiral och avlagsnar sig obegransat.

1cosat - 2sindty
SVAR: Den sokta lésningen ar X = et &5cos4t +10sindto

Den allmédnna I6sningen ges av X = G X; + X, = Clti‘té

Den sokta losningen ar X = e'%

och partikeln avlagsnar sig obegransat.

7. L&t P och ( vara kontinuerliga pa intervallet (&,b).

LAt X, vara en godtycklig punkt pa intervallet (&,b).

L&t vidare Y, och Y, vara Iésningar till differentialekvationen Y&+ p(x)y¢+q(x)y=0 pa
intervallet (a,b).

- op(x)dx
Visa Abels formel W(X) =W(x,)e ® , dar W(X) ar Wronskianen till Iésningarna Y, och Y,.
Losning:
Y, och Y, uppfyller differentialekvationen Y&+ p(Xx)y¢+ q(X)y =0 , vilket innebar att vi far
1 Y@ p(x)y+a(x)y, =

foljande system: |

Ty p(x)yg+ q(x)y, =

i Yo
v yJ WYE- Yo Y4

Vi omformar systemet sa att Wronskianen uppkommer i detta system.
Multiplicera den forsta ekvationen med Y, och den andra ekvationen med Y, samt bilda differensen

av mellan de nya ekvationerna.

| (8 YS9y, =
T (Y p(X)yg+ a(x)y.)y; =
{84 Y} + PO - ¥8) =0 S WO+ POIW() =0

Vi har erhllit en differentialekvation i Wronsklanen W(X).

Wronskianen av Y, och Y, ges av W(X) =

v, + ysy, + p(x)(- ys, +yd,)=0,

Differentialekvati 4 bel dW(X) p(x) .
ifferentialekvationen ar separabe
’ W0 dx
Integrera fran X, till X: (Wl) dVC\i/(X) dx = XO p(x)dx, InwW(x)|=C, +X(0) p(x)dx
o p( X)dx - OP(X)dX

W(x) =+e~e" =Ce™
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For X lika med X, ar W(X) lika med W(X,) vilket ger C=W(X,).
- Xc‘,p(x)dx

Vi har fatt W(X) =W(x,)e ® . VSV.

SVAR: Se ovan.

. L\ ydx +(2- x)dy
8. Berdakna kurvintegralen O >
oKX YT ax +4

centrum och med radie lika med a) 1 b) 3.
LOsning:

Vi undersdker om vektorfaltet ar konservativt.
Forst bestammer vi

, dar C ar en cirkel tagen i positiv riktning med origo som

9 (2- x) (D HY - Ax+4) - (2- X)(2x- 4) . XP- Y- Ax+4
xx>+y - Ax+4 (X +y?- 4x+4)° (X +y* - 4x +4)
0 y _AC +yP- Ax+4)- y2y X - yP- Ax+4

ay X +y*- 4x+4 (x> +y*- 4x+4)? (¢ +y*- 4x+4)?

De tva blandade derivatorna ar lika. Det aterstar d& huruvida det finns singulara punkter i ett enkelt
sammanh&ngande omrade innehallande C.

Omformning av namnaren i vektorfaltet ger X° + Y’ - 4X +4=(x- 2)° +Vy’.

(2,0) ar en singular punkt.

| fallet a) saknas singuléra punkter och linjeintegralen langs en sluten kurva &r lika med noll.

| fallet b) finns en singuléar punkt, (2,0), och vektorfaltet ar ej konservativt i ett enkelt sammanhangande
omrade som innehaller C.

Vi viéljer ett nytt omrade som inte innehaller den singuléara punkten.

Skéar bort den singulara punkten med en cirkel med centrum i (2,0) och med radien lika med € , kalla den nya

kurvan for Cs. Vi kan nu byta vag.
] X- 2=¢cost jdx =-esintdt
|
|

y =esint {dy= g costdt t:0® 2.

Parameterframstall kurvan C8 :

Lydx+(2- X)dy L ydx+(2- X)dy _ T esint(- esint) +(- ¢ cost)e cost T
22 4 4: T 2. 4 4: > — dt= ¢ dt=-2n
cX Yy - AX+4 IX+yT-4Ax+4 0 (ecost)” +(e sint) oo

. ydx+(2- x)dy 0 b . ydx+ (2 - x)dy —on

SVAR: a) > 5 > 5
SXT+y - 4Ax+4 oX Yy - 4Ax+4

9. Lat f(t) vara 2w -periodisk, d vs f(t+2r) = f(t) foralla t, och lat

1L aet£0

TT
fo=i " .
(==, OftEn

I 7

a. Ange, t ex med hjalp av handboken [3 , fourierserieutvecklingen av f.
b. Bestam en partikularlosning till differentialekvationen y@+y = f (t) .
Losningen far anges pa serieform.

LBsning:
a. Enligt BETA under "Special Fourier series" avsnitt 13:1 &terfinns utvecklingen till var givna funktion.

h 4hg 1 2n-1
Utvecklingen har formen = +—; é > COS( s dar h=1och L=m.
2 n=1 (2n - 1) L
Vér funktion f(t) tilldel i + 45 cos(2n - Lt
ar funktion tilldelas serien —+—ad ——= - 1t.
2 n’.(2n- 17

b. Vi ansatter en partikularldsning till differentialekvationen y@&+y = f (t).
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¥
[o]
Vi forséker med en 16sning p& formen %+ a a,cos(2n - 1)t.
n=1
Inséttning i differentialekvationen ger
¥

1 3 1
- & a(2n- 1y cos(2n- 1t + 2 5 +a a cos(2n - 1t =S+ a ?COS(ZI‘]- 1t .
n=1
1 1 -4
Identifiering ger: & -2 och - g (2n- 1)’ +a, = > > >~
2 2 (2n 1)?° ™" x?(2n- D%(1- (2n- 1)
Observera att har méste n vara skild ifran ett.
For fallet n lika med ett gores ansatsen Y, = at cost +btsint

4
Insattning i differentialekvationen Y&+y = — COst ger
T
. . . 4
- 2asint + 2bcost - t(acost + bsint) + at cost + btsint = —; cost |,
T

: 4 2 2 .
- 2asint +2bcost = — cost , vilket ger a=0, b=— dvs y, =—tsint.
T .Tli T

1 1
SVAR: a. Var funktion f(t) tilldelas serien E — nal on-17 cos(2n - 1)t.
1 2, . 1
b. Lésningen ar — +— tsint - = é cos(2n- 1L)t.
2 n n= (2n- 1)°(1- (2n- 1))



