KTH Matematik

Tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210.
Mandagen den 31 oktober 2005, kI 1400-1900.
Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att foélja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 6 uppgifter.
Foér godkant kravs att 5 moduler ar godkanda..
Del 2 &r avsedd for hégre betyg, 4 och 5, och omfattar 20 poang.
Poangfordelning pa del 2: 11-14 ger 5 poang vardera.
For betyg 4 kravs forutom godként pa del 1 dven minst 9 poang pa del 2.
For betyg 5 kravs forutom godként pa del 1 dven minst 15 poang pa del 2.
OBS! GODKANDA MODULER TILLGODORAKNAS ENDAST FRAN HOSTEN 2005. OBS!
Del 1
Modul 1.
En 200 I”s tank innehaller 40 | rent vatten. En saltlésning med 1/4 kg salt per liter pumpas in med 16 I/min.
Den vl blandade l6sningen pumpas ut med 8 I/min. Nar ar tanken full ?
Bestam dven saltmangden i tanken vid detta tillfalle.
LOsning:
Tanken ar full da 200 = 40 + (16 - 8) , dvs efter 20 minuter.
Lat saltmingden i tanken vid tiden ¢ vara A(?).
1 A

d

Saltmangden uppfyller differentialekvationen — = —:16 - ——— -8
a4 40 + (16 — 8)¢
dA A
—_— =
dt S5+t

Vi har en linjar differentialekvation av férsta ordningen.
Multiplicera med en integrerande faktor.

dA d
(5+t)E+A=4(5 +1) E{(S + 1A} =4(5+1)

Integrera med avseende pa t: (5+1)A=2(5+1)"+C.
Vid t =0 ar A=0. Detta ger C = =-50.
50

Saltmangden vid en godtycklig tidpunkt ¢ ar A(f) = 2(5+1)— 5—
+1

50
D4 tanken &r full dr saltmangden i tanken A(20) = 50 —2—5 =48 kg.

SVAR: Tanken ar full efter 20 minuter och da ar saltméangden 48 kg.

Modul 2.
Differentialekvationen #°y" +1y'—y=0, t> 0 satisfieras av funktionen y = .

Bestam den allminna I6sningen till differentialekvationen £°y" +ty'—y=1", t > 0.
Lésning:
Vi ansatter y =7 -t~" och satter in i den inhomogena differentialekvationen.
IZ{er.t—l N 2Z't_3} +t{Z"t_l _ Z.t—z}_ 2= P
Forenkling ger: 17" =2 =1 .
Vi reducerar ordningen genom att sitta u =z, u' =z"
Vi far ' —u=1 .

. -1 -2 d -1
Omformning ger: t u'—t u=1, d—(t u)=1.

t

Integrera med avseende pa t: lu=t+A, 7 =u=r +At.
3 2 3

t
Integrera med avseende pa t: 7= ? + AE +B = E +Ct* +B.

Insattning i ansatsen ger :
2

t -
y=§+CI+Bl

1
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SVAR: Den sokta |osningen ar
2
1

t -
y=§+Ct+Bt

Modul 3.

Bestam den 6sning till differentialekvationen y” + 9y =9tU(t - 4)

som uppfyller villkoren y(0) =0 och y'(0) =3.

Lésning:

Laplacetransformera : 5°Y(s) — sy(0) = y'(0) + 9Y(s) = 9L{(t - 4+ HU (¢ - 4)}

Insattning av villkoren och transformation av hdgerledet ger:
1 4\ _4
§2¥(s) =3+ 9¥(s) = 9] = + —)e ¢
\s* " s
L6s ut den obekanta funktionens Laplacetransform
9 9 4 —4s
Y(s) == +( — +— \e
s7+9 \s'(s"+9)  s(s"+9))

Partialbraksuppdelning ger:

3
Y = + +
() s*+9 \sz sS+9 s 549

Atertransformering ger:

¥(t) =sin3t+U(t - 4)(t -4 - %sinS(t -4)+4 —4cos3(t - 4))
SVAR: Den sokta I6sningen ar

¥(t) =sin3t+U(t - 4)(t -4- %sin3(t -4)+4 —4cos3(t - 4))

Modul 4.
Bestam den l6sning till den partiella differentialekvationen u; + 3u; = u som

X

uppfyller vilkoret u(x,0) = 3¢™ +4e".
L6sning:

Vi anvander variabelseparation och ansatter harvid u(x,y) = X(X)Y(y).
Insattning i differentialekvationen ger: X'(x)Y(y) +3X(x)Y'(y) = X(x)Y ().

y X'x) Y 1
[\l 3X(x)Y P T A
Dividera med (X) (y) 3X(0) + YO 3

Omformning gerr ——— = — ———=

(X’(x) -3AX(x)=0
Detta ger oss féljande system av differentialekvationer: , (1

Y'(0)-{3-4)¥(=0
Differentialekvationerna ar linjara med konstanta koefficienter och de har féljande |6sningar:
[X(x) = Ae™™
y (L_A]y
[Y(y) = Be'?

La

30 (3 )y Y
Insattning i ansatsen ger: u(x,y) = Ae™" Be =Ce

3hea| L2
3

for varje val av konstanterna .

L

A x4+ =-A;

y
Aven linjarkombinationer av lésningar &r 16sning. u(x,y) = Zcie
i

Det givna villkoret ger u(x,0) = 3¢ + 47 = qu3)‘ix.
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(c =3 4, =2, =4 2=--2
Identifiering ger: 3 3
Ovriga C;, =0

1

2x—=y

.. .. . .. =5x+2y

Den sokta losningen ar u(x,y) =3e 3 +4e""7.

SVAR: I/t(_x’y) = 36 3" + 46—5x+2y

Modul 5.
Berdkna volymen av den kropp som begransas av paraboloiderna z= X+ yzoch z=18- X - y2.
LOsning:
Volymen ges av trippelintegralen V = dxdydz .
il

. N . o . 2 2 2 2
Randkurva till det aktuella omradet i xy-planet erhalles ur ekvationen z=x"+y =18-x" -y

Vi far x° + y2 =9, en cirkel med radien lika med tre.

Integrera forst med avseende pé z
18 x? —y

V= fffdxdydz ff [2zdz Llxdy = ff{l8 2x° =2y }dxdy

Infor poléra koordinater V = [[{9-2 =21 }rdrdf = 27 f(9 2r=2r")dr = (183" -3*) = 81x.
D,y r=0
SVAR: Volymen V = 81r.

Modul 6.

Berdkna flédet av vektorfaltet u = (ey, e, zz) ut ur den kropp som begransas av ytorna
z2=xz+y2 , 0=z=4 och xz+yzsz2 , z=4

L&sning:

Flédet ut ur kroppen ges av @ =ffu 'ﬁd(f, dir n &r den utatriktade enhetsnormalen och S &r kroppens

totala begrdnsningsyta. Vi anvinder divergenssatsen. ® = [[u-ndo = divadxdydz .
ffu-iaa = [

Jd (9 Jd J & Jd

noooooooog gooooodiva = ( \ ( \( e, z2)=2z
ox z?y z?z/ ox’ z?y "0z)

pooooooo 00000Integrera forst med avseende pa Z.

|
0 . D = ffszdxdydz ff _f&dszxdy ff{l6 x” -y }dxdy

Ay

4

1 4
Infor polara koordinater: O = ({16 - trdrd =27 [16r-r)dr = 2l16-42 - L4 ) =1287.
flts-rhrardo =2a 1643
SVAR: Utflédet ar P = 1287x.
oo
[ 2 2 2 y 2 4*
Anmarkning: @ = 2zdxdydz = { [[2zdxdy = 2z -w(x" +y") =2z-m" = [2z-m dz=m— =128x
i} i I~ 2

Del 2
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11. a. For vilka startvdrden y(0) =y, existerar grénsvardet lim y(z) da y'(t) = y(y - 2)(y - 3).
1—

b. Bestam en kontinuerlig I6sning till begynnelsevardesproblemet

dy x, 0=sx<l1
2;+2@’%ﬂXLf@)={ , y(0)=2.

0, x=1
Ldsning:
a.
Vi gor en kvalitativ analys av differentialekvationen och bestammer férst de stationadra l6sningarna.
Dessa erhalles da derivatan &r lika med noll. Vi far y, =0, y, =2 och y, = 3.

Vi fortsatter med att studera derivatans tecken i olika y-intervall.
([y>3 =) >0 y vixer

|3>y>2=y’<0 y avtar
2>y>0=y'>0 y vaxer

0>y =y'<0 vy avar | | |
0 2 3

Gransvardet lim y(f) for startvédrden i intervallet 0 <y, <3.

t

Observera att gransvardet for startvardenay, =y, =0 och y, =y, = 3 ar noll respektive tre.
For startvirden i intervallet 0 <y, <3 ar gransvardet lika med 2.

b.
Den givna differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen.

2xdx 2
Multiplicera ekvationen med en integrerande faktor. En sadan integrernde faktor ar ef =e .

2 d 2 e’x, 0=sx<l
Vi erhéller da e —y+e 2xy = :
dx 0 ,x=1

2
efx, 0=sx<l

d [ .
Vianstra ledet kan nu skrivas en derivata: —{e' y} =
dx 0 ,x=1

1
2 [—ex +C,, 0=sx<l
Integrera med avseende pa x: e y = 12

C, , x=1

1 3
Utnyttja forst det givna begynnelsevillkoret y(0) = 2. Detta ger 2 = 5+ C, ,C = 5
1 3 _-
[— +—e " ,0=sx<l1
Insatt ovan ger y = 2 2 . Det aterstar att bestdmma den andra konsten. Den sokta
2
C,e™ , x=1
I6sningen skall vara kontinuerlig. Da skall hdger- och vanstergransvirdet fér l1osningen i x =1 vara lika.
1 - - e+3
Detta ger oss —+—e¢ ' = C,e b, C,=
2 2 2

SVAR: a. Gransvérdet lim y(f) for startvéarden i intervallet 0 <y, < 3.

1—

[1 +3e™

b. En kontinuerlig 16sning till begynnelsevérdesproblemet ar y = { §
[6 + —x2

, 0=sx<l1

2
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dx , 3
a =Y
12. Studera det icke-linjdra systemet { genom att hitta alla kritiska punkter, bestamma
y 2
—=x +4y-1
[dt Y

deras typ(nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgéra huruvida de ar stabila eller instabila.
Ldsning.
( 30)
2
(x” +-)
27 .
x* +4y-1)

| kritiska punkter ar tangentvektorn lika med nollvektorn. Vi far 0 =

De kritiska punkterna dr: (1,0) och (-1,0).
Nu over till bestamning av de stationara punkternas karaktar. Vi linjariserar det icke-linjara systemet.
Forst beraknas Jacobimatrisen och darefter insattes respektive stationar punkt.

(ny P
Jacobimatrisen J(x,y) = L 71.
2x 4

5
Insattning av (1,0) ger J(1,0) = LO 5) =A.
2 4
A 2
Vi bestdammer matrisens egenvirden. 0 = det(A — Al) = 2 [=A -4A-5=A +D(A -5).
2 4-A
Egenvirdena ar reella och med olika tecken. Det linjariserade systemet uppvisar en sadelpunkt i (1,0).
Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

[y 5
Insattning av (—1,0) ger J(-1,0) =L H|=B.
-2 4
a2
Vi bestammer matrisens egenvarden. 0 = det(B - AI) = 2 |= A —4A+5=(1=-2) +1.
-2 4-A

Egenvardena ar komplexa och med positiv realdel.
Det linjariserade systemet uppvisar en instabil spiral i (=1,0).

Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.
SVAR: De kritiska punkterna dr (1,0) och (-1,0).
(1,0) ar en sadelpunkt och diarmed instabil. (=1,0) &r en instabil spiralpunkt.

13.Lat F(x,y,2) = f(r) dar r=/x° +y" +2°.

Bestam alla funktioner f(r) for vilka galler div(gradF)=1da r>0.
Lésning:

2 2 2 , 1 X
r=yx +y +z° gerr/= 2x==,r/=
r

2‘/x2 +y + 7
r
gradfF =(f"-r/, f'-r), f'-r! )=f'(l’);

R

0 d Jd
div(gradF) = div( f'(r)=) = —(f' () =) + —(f'(N2) +=( (1))
rooox ro oy roooz r

1 -1
div(gradF) = f”(r)££+f’(r){—+ X— f}+cykl.
rr r rr

3 1 2
div(gradF) = f"(r) + f (r){; —;} - F1)+ 0> =1

Vi har erhallit en linjar differentialekvation av ordning tva dar ordningen kan reducera
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genom substitutionen z= f", z'=f".

2
Vi far da z' + z— = 1. Multiplicera med en integrerande faktor, r.
r

Pz v 2r =1, (rzz)' =r.
3
. 2 r ) r -2
Integrera med avseende pa r: r'z = ?+ A, fl=z= g + Ar ",

2 2

r _ r
Integrera med avseende pa r: f = g —~Ar'+B=—+—+B, dir C och B &r godtyckliga konstanter.
r
2

;
SVAR: De sokta funktionerna ar f(r) = Z +—+B, r>0.
r

14.
a) Visa att {sinnx} , n=1, 2, 3, ... utgdr en mingd av ortogonala funktioner pa intervallet [O,J'L'].

b) Skriv funktionen f(x) = sin’ x pa intervallet [0, JT] som en linjarkombination av lampliga ortogonala
funktioner ovan.

c) Antag att funktionen f(x) = x*+1, 0<x <2 &r utvecklad i féljande tre serier: en Fourierserie, en
cosinusserie och en sinusserie. Ange det viarde mot vilket respektive serie konvergerar mot for x = 0.
Ldsning:

a) Vi visar att den inre produkten mellan tva godtyckliga funktioner i den givna méngden ar lika med noll pa
det givna intervallet.

T T

(sin nx, sinmx)=fsinnxsinmxdx = Ef(cos(nx —mx) —cos(nx +mx))dx ={n = m} =
0 0

_ ll:sin(n— m)x _sin(n +m)xj|”= 0

"2
b) Har giller det att beskriva f(x)= sin’ x med hjalp av den givna funktionsféljden.

n-m n+m o

En vdg att gora detta ar att ansatta SIN” x = Ean smnx, multiplicera med sinmx och integrera éver
n=1

intervallet [0, 7].

En betydligt kortare vig &r att utnyttja formeln sin3x = 3sinx —4sin’x .
1

Den sokta linjarkombinationen blir: sin’ x = Zsinx —Zsin?)x.

f0) +£(0).

c) Respektive serie kommer att konvergera mot

2
o 0*+1+2* +1
| fallet med Fourierserien blir detta; ——=9.
, o 0 +1+0% +1
| fallet med cosinusserien blir detta; —— =1.
. o 0 +1-(0* +1)
| fallet med sinusserien blir detta: =0.

2

. 3. 1.
SVAR: a) Se ovan. b) sin’ x = Zsmx —Zsm3x. c) 9, 1 respektive 0.

poooooooooOoOOOOOOO



