KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210.
Loérdagen den 14 januari 2006, kl 1400-1900.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 15-22p; 4: 23-31p; 5: 30-35p.
OBS ! Inga bonuspoang finns ej. OBS !
Uppgifterna: 1-4, 8 ger 3 poang vardera, 5 och 7 ger 4 poang vardera, 9 ger 2 poang samt 6 och 10 ger
5 poang vardera.
1. Berakna dubbelintegralen

Q2x +3y)dxdy
D

dar D &r det andliga omrdde som begransas av linjerna X+Yy=2, Yy =X och y=0.

LB&sning:
Integrera forst med avseende pa x.

1y2-y i 1
a@Y2x +3y)dxdy= i F2x+3y)dxydy = (2- y)*- y* +3y((2- y)- V}dy:
D y=0l x=y y=0

1
a2x +3y)dxdy= (J4+2y- 6y’}dy=4+1-2=3
D y=0
SVAR: Dubbelintegralen (‘]\jzx +3y)dxdy=3

D

2. Klassificera med avseende pa stabilitet de kritiska punkterna till den autonoma differentialekvationen
ye=y(2- y)(4-y).
LB&sning:
Vi bérjar med att bestamma stationara I6sningar. D& galler att y¢: 0.
Vierhéller: Yy, =0, y,=2 ochy, =4.
iy¢<0da y<0 P y avtagandeda y <O.
Ty¢>0da 0<y<2 b yvéxande da y<O.

Teckenstudie av derivatan ger:{

.I.y¢<0 dd 2<y<4 b vy avtagandeda y<0O0.
jy¢>0da 4<y P yvéxande da y<O.

Vi ritar det endimensionella fasportrattet. _4_|_>_|_4_|_>_>

Y, = O &r en instabil kritisk punkt. 0 > 4
Y, =2 é&r en stabil kritisk punkt.

Y5 =4 é&r en instabil kritisk punkt.
SVAR: Y; =0 och Y, =4 ar instabila kritiska punkter och Y, =2 &r en stabil kritisk punkt.

% _ @@ +3y5
3. Bestam allménna I6sningen till systemet av differentialekvationer ¥ =Y .
eytw e2x+y o

LBsning:
Vi skriver om systemet p& matrisform och bestammer matrisens egenvarden och egenvektorer.

ot 5o
eyw €2x+y @ €2 lgeyw
Matrisen A :s egenvarden erhélles ur ekvationen det(A- Al) =0.
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2-A 3
Vi far 0= 5 12 =) -3h- 4= +1)(\ - 4). Egenvardenaar A, =- 1, A, =4.
Motsvarande egenvektorer K erhélles ur (A- Al)K =0.
(D 3 % g 3o
or A, =- 1 f3 é K= K=0.
For A, arvig 1- (- 1)o 0, o g 0

1s
1o

1.. &e-t--
:e'téE o—(; 9

En egenvektor ar Kl =§ . En 16sning till systemet ar X1

-4 35 2 3p
o5r A, = 4 f3 E'é K = ? K =
For A, arvig o, . 0,é2 3 0
0_336‘”9
€20 &oety

o) ] ) X =t
En egenvektor ar K2 =%_ . En I6sning till systemet ar X, = €

e29

Den allmanna lésningen ges av en godtycklig linjarkombination av de tva erhallna I6sningarna.
ee's BWe"o @t 3@“9@15

Systemets allmanna losning ar X = GX; + X, =¢,¢ ~+C,6

Y

e-e'lg “e2e'g e-e' 2e"gecw

ee's W'
SVAR: Den sokta l6sningen ar X = G¢ PG LT
e-€ @ ‘ele'g

TT
4. Bestam den Iésning till differentialekvationen Y ®@+ 2y ¢+ 5y =93 (t - E) som uppfyller

begynnelsevillkoren Y(0) =1 ,y€0) =0, dar d(t- %) ar Diracs deltafunktion.

LOsning:

Laplacetransformera differentialekvationen: sy (s)- sy(0)- y€0) +2(sY (s)- y(0))+5Y(s)=e

T
-5
s> s+2 e 2
Y(s)(s* +2s+5)=e 2 +5+2 Y(s) = +
X ) © 32+25+5 52+25+5
1
S+1+—2 1 2 _sizc
Y(S): 2 + - 2 e
(s+1)°+4 2(s+1) +4
Atertransformera

w
- (t- =

-t 1. 1 n, ~(t3) n
t) =e “(cos2t+—sin2t) +=U(t- —)e sin2(t - —
y(t) ( > ) 5 ( 2) ( 2)_

SVAR: Differentialekvationens l6sning ar
T
- (t- =

et Lanzn+2u- S 2 gnagt - &
y(t) =e (cosZt+25|n2t)+2U(t 2)e sin2(t 2)

5. Tva linjart oberoende I6sningar till den homogena differentialekvationen x2y¢]:+ axy¢+ by=0

gesav Yy, =X och Y, =x°.

Vidare har motsvarande inhomogena differentialekvation en partikularlésning yp = xInx.

Bestam den inhomogena differentialekvationen.
LBsning:

e-1o e-e'g

o
2
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N

iy, =xb x°0+axl+bx=0
Insattning av losningarna i differentialekvationen ger féljande system: | ) ) ) .
TY,=x"P x2+ax2x+bx* =0

ja+b=0 jb=2
124+2a+b=0 ta=-2

Den homogena differentialekvationen ar X y&- 2xy¢+2y =0.
En partikularldsning ar Yo = XINX vilket insatt i vanstra ledet ovan ger den inhomogena

differentialekvationens hdgerled.

1 1
vifar X°= - 2x(Inx +x=) +2xInx = - X.
X X

VAr sokta differentialekvation ar X Y& 2xy¢+ 2y =- X.
SVAR: Den sokta differentialekvationen ar X y@- 2xy¢+2y =- X.

-1
6. En partikels lage bestams av systemet X ¢= a5 - 38X . Bestdm eventuella stationara punkter.
Klassificera med avseende péa stabilitet och typ. Bestam systemets allmanna I6sning.

Vart tar partikeln vagen d& t véxer obegransat om partikelns lage uppfyller X(O) = g ?

L&sning:
Den finns endast en stationar punkt, origo, ty matrisens determinant ar skild ifran noll.
Vi bestammer forst egenvarden och egenvektorer till matrisen A = &5 : 318
1- A -1
5 -3-A
Komplexa egenvarden med negativ realdel innebar att det &r en stabil spiralpunkt.
Bestam en egenvektor till egenvardet A =- 1+1.
_ - (-1+i) 1 g, @0 -1 _elo
¢ 5 3-(-1+) Te s -2- K KL

0=det(A- Al)= =22+20+2, (A +1%+1=0, A =-1+i.

. _ - FitER 1o ¢ .. lé-o E@ou
En komplex Iosning ges av: Z = & Y, . =e (cost+iant)iy, - I3 .
P 99 e2- g ( )1 €20 €l

Real- och imaginardelen av den komplexa l6sningen ger tva linjart oberoende losningar.
-tlgdo o U_ i@ cost ¢
X1=ReZ=e "[%¥ cost+% “sinty=e "% .
! 1620 élo f\; e2cost +sintg

il @9 é(’j Uy sint g
Xo=ImZ=¢€ '{-% cost+% "sinty=e ‘& .
2 i dg &20 % é- cost + 2sintg
cost A sint A
. -t o] -t@ 0
Allmanna 16sningen ges av X = C1 X1 +CoX» = C1€ ? ) +Coe Y :
geng 1M T2 7 M docost+sintg 2 & cost +2sinte

Egenvardenas realdel &r negativ detta ger att da t véxer obegransat kommer X('[) att g& mot nollvektorn.
Partikeln g&r mot origo langs en spiral, d& t véxer obegransat.

SVAR: Den stationara punkten, origo, ar en stabil spiralpunkt. )
t cost ('j+C e't sint o)
e2cost+sintg 2 &- cost+2sintg

Partikeln g&r mot origo langs en spiral, d& t véxer obegransat.

Den allménna lésningen ges av X = cle'
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7. En tunn platta som ges av Z =1+ Xy, X2 + y2 £ 9 har masstatheten \/1+ X2 + y2 per ytenhet i varje
punkt (X,Y,Z) pa plattan. Bestam plattans totala massa.

Parameterframstall &ven ytan samt bestam utgaende fran detta ytelementet do.
L&sning:

Den totala massan ges av M = (D“ /1+ X2 +y2do , dar S ar den aktuella plattan.

S
Vi projicerar ytan S p& xy-planet.
. dxdy _
D& ar ytelementet do = , dar y ar vinkeln mellan normalen och z-axein.
|cosy |
En normal till ytan ges av N = grad1+xy - z) = (Y, X,-1).

- (y,x,-1) -1

En enhetsnormal till ytan ges av N = > > och sdledes ar COSY = ﬁ .
Jy +x°+1 Jy +x°+1

Massan ar M = (‘]‘)\’1+X2+ y2 _ oy = (‘[‘jl+x2+y2)dxdy.
Dyy -1

Infor poléra koordinater: |\ = c‘!‘i1+ rz) rdrdg - dar Dyg ={(r,0): O£r£3, 0£0 £2}.

Dyy

Drq

2 g
fo) ..
Integration ger: M = 21t %%12 + 375: e x§_+—gg: %

Ytelementet dO kan beraknas enligt do :lr){]:' r)ﬁldxdy, dar r =(X,y,1+Xxy).
rg=(1,0,y) och rg=(0,1,X) vilket ger r§" r¢=(-Y,-X,1) och séledes do = \lyz + X2 + 1dxdy
SVAR: Den totala massan M = 9;;% och ytelementet do = \lyz + X2 +1dxdy .

8. Vilka kurvor Y = Y(X) i planet har egenskapen att normalen till en godtycklig punkt(X,Yy) pa
kurvan skar x-axeln i punkten (X +1,0) 2

LB&sning:
i ; : ing YE%) 1

| en godtycklig punkt (xo,yo) pa kurvan &r tangentens lutning och normalens - .
y&x)

Normalens ekvation ar darfor - ! = Y- Y .

yqxo) X- Xo
: _ 1 0-vY,
Punkten (X, +1,0) skall ligga p& normalen, vilket ger - = . yEx,)y, =1.
yqxo) Xo +1- X

Detta skall gélla i varje punkt (xo,yo) pa kurvan, vilket ger differentialekvationen y& =1.
Vi har en separabel differentialekvation. Multiplicera med tva och integrera.

Vi far y° = 2x+C eller y= +J2x+ C dar x>-%.

C
SVAR: De sokta kurvorna ar Y= +/2X+ C dar X> - >

9. Den 2-periodiska funktionen f(X) =|x|+ X , - 1<X <1 kan utvecklas i en Fourierserie.
Bestam Fourierseriens varde for X = 1.

Loésning: Den givna funktionen ej kontinuerlig, men funktionen och dess derivata ar styckvis
kontinuerlig pa hela reella axeln.
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f(1+)+f(2-) _0+2x1 _
2 2

1.

Fourierseriens summa for X =1 blir medelvardet

SVAR: Den sokta Fourierseriens seriesumma for X =1 ar lika med ett.

10. a) Definiera begreppet fundamentalmatris.

b) L&t F vara en given fundamentalmatris till systemet X ¢=AX .
Bestam utg&ende fran detta den konstanta matrisen A .

e ee' 3"

¢) Tillampa b) pa fundamentalmatrisen Lot ety
L&sning:

a) | en fundamentalmatris F till systemet X ¢=AX bestar kolumnerna av de linjart oberoende
l6sningarna till systemet. D& matrisen A &r nxn kravs n linjart oberoende I6sningar.

b) Varje kolumn i fundamentalmatrisen F uppfyller systemet X ¢=AX medfér att aven
fundamentalmatrisen uppfyller systemet, dvs F ¢= AF .

Matrisen A bestams genom att multiplicera ekvationen F ¢= AF frn hoger med inversen till F .
Denna invers existerar ty determinanten for en fundamentalmatris ar alltid skild fradn noll pa grund av att
I6sningarna ar linjart oberoende.

Efter multiplikationen farvi F & " =AFF ‘eller A= F¢F .

c) Bestam inversen till fundamentalmatrisen.

1 azem _%4t9_1&26t _%tg

-1
Denar F =—x% R L4t
e e'  e'g 5ee” e'g

®e-e' 126%9

och derivatan av fundamentalmatrisen ar F ¢=¢ -t 4t

e e 8e™ o

D& erhélles den konstanta matrisen

®-e' 12e"p122¢ -9 _1@80 1% _@@ 3

A=FF '=¢ =~ = =% =3
e €' 8e'"gbee” e%g 5€l0 59 €2 1o
SVAR: a) Se ovan
by A=FF™
c)
35

:é2 1o



