KTH Matematik

Tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210.
Tisdagen den 14 november 2006, kI 1400-1900.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 6 uppgifter.
For godkant kravs att 5 moduler ar godkanda..
Del 2 ar avsedd for hégre betyg, 4 och 5, och omfattar 20 poang.
Poangfordelning pa del 2: 11 ger 4 poang , 12-13 ger 5 poang vardera och 14-15 ger 3 poéng vardera.
For betyg 4 kravs forutom godkant pa del 1 dven minst 8 poang pa del 2.
For betyg 5 kravs forutom godkant pa del 1 aven minst 14 poang pa del 2.
OBS! GODKANDA MODULER TILLGODORAKNAS ENDAST FRAN HOSTEN 2006. OBS!

Del 1
Modul 1.
Da en produkt tas ut ur en ugn har den temperaturen 700°C (Celsius). Den svalnar darefter med en
avsvalningstakt som &r proportionell mot skillnaden i temperatur mellan produkten sjalv och det
omgivande rummet. En konsult har hyrts in for att utreda denna avsvalningsprocess.
Konsulten foreslar tva olika matematiska modeller.
L&t T(t) vara produktens temperatur vid tiden t.
T-40 dr _T-30
Modelll: — = - . Modell 2: — = ——.
dt 3 at 3

Bestam forst I6sningen till respektive modell och avgor darefter vilken modell som kan vara lamplig.
LOsning:

Differentialekvationerna ar linjara av forsta ordningen.

Losningen fas som allman homogen I6sning plus en partikular I6sning.

Modell 1:

A
T(t)=Ae *+40
vidt =0 ar T =700. Detta ger A= 660.
t

vi far T(t) =660e 3 +40.

Modell 2:
t

T(t) = Ae® + 30
vidt =0 ar T =700. Detta ger A= 670.
t

vi far T(t) =670e +30.
Eftersom det &r en avsvalningsprocess ar det endast modelll som &r rimlig, ty i modell 2 kommer

temperaturen att vaxa obegransat.
t t

SVAR: Modell 1: T(t) = 660e 3 +40. Modell 2: T(t) = 670e3 + 30. Endast modell 1 som &r rimlig.

Modul 2.

Bestam den I6sning till ekvationen
t

y¢+ 4y + (J3y(t)dr =0
0

som uppfyller villkoret Y(0) = 3.
L&sning:
Laplacetransformera :

sY(s)- y(0) +4Y(s + 13—i Y(s)=0

Inséttning av villkoret ger:
s?Y(s) - 3s+4sY(s) +13Y(s) =0
Los ut den obekanta funktionens Laplacetransform

Y(S) = 0———
(s) s’ +4s+13
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Omformning ger:

3s+2-2) _3(6+2)- 23
(s+2)°+9  (s+2)°+9

Y(s) =
Atertransformering ger:
y(t) = e (3cos3t - 2sin3t)

SVAR: Den soOkta I6sningen ar

y(t) = e*(3cos3t - 2sin3t)

Modul 3.

Bestam konstanterna, b,, N=1, 2, 3, Y4¥4YaYaYa
gb ) i X, JAOEXEm /2

3 snnx = .

sdart @ b, Ln-x dan/2ExEm

LBsning:

bn ar Fourierkoefficienterna till den udda funktion som pa intervallet [O,n] ges av

j X, da0£xEn/2
%n- X, dAdn/2EXER -

12 7
De sOkta koefficienterna ges av bn - = Of(x)sm nxdx = — ( Oxsin nxadx + d“ - x)sm nxdx)
T T
0 0 nl2

Vi 6verfor den andra integralen till en integral med samma intervall som den forsta integralen.
satt: U=m - X, du=-dx, t /2® /2, x® O,
Vidare ar Sinn(r - u) =sinnr cosnu - cosnrsinnu = (- 1)"**sinnu
/2
Inséttning ger | :_(1 (-1)™?) Oxsinnxdx-
0

Vi ser att for jamna N ar b, =0 | dvs b,,=0.
/2

For de udda heltalen erhdlles: D,y = — (\)XSI n(2m+1)xdx-
T

1 sn 2m+1)
Integration ger oss = il (0- ¢ 1- cos(2m +1)X dx) = ﬂ 2 - fr -
2+t ) 2m+1 n (2m+1°  wm (2m+1)
SVAR: De stkta konstanterna blir me =0 respektive — i" (' 1)m .

om+l ~ 2
™ (2m+1)
Modul 4.
Betrakta ett linjart system X ¢= AX av tva differentialekvationer. Matrisen A har reella element.

Vidare ar det kant att ett egenvérde ar - 1+ 2i och en tillhérande egenvektor ar §Z

Bestdm den allménna lésningen till systemet.

Avgor vad som hander efter 1ang tid med en partikel som placeras i punkten (4,1).

LBsning:

En partikel som placeras i punkten (4,1) kommer efter lang tid att g4 mot den kritiska punkten origo, ty
realdelen av egenvardet ar mindre an noll.

Med hjalp av det givna egenvérdet och tillhérande egenvektor erhélles en komplex I6sning Z = e('1+2i ﬁ?;.

Realdel respektive imaginardel av den komplexa l6sningen ger tva linjart oberoende lésningar.
Dessa bildar varsin kolonn i en fundamentalmatris.

i ol osZt
X, =ReZ = Reje '(cos2t +isin2t % +|é)0 0
7 ee0g e— sin2te

N

u n2t¢
X,=IlmZ= Im|e(0052t+|sm2t@0+|é)Oo ? 0
7 © &cos2to
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ge 'cos2t e 'sin2tg
e-e'sin2t e 'cos2tg’

Den allmanna I6sningen till systemet ges av: X = FC, dar C ar en konstant vektor.

gee cos2t e“sinZthéz@_ 3@ ' cos2t 6, 8@"sin2t9
e-e'sin2t e'cos2teeC,s e-e'sin2tg ee ' cos2t@

En fundamentalmatris ar F =

Aven har kan partikelns 6de avslgjas, ty € ' ® 0, t® ¥ .
SVAR: Den allménna losningen till systemet ges av:

gee cos2t € S|n2to§;0 @ ' cos2t 9+ g@‘tsinZtQ
é-e'sin2t e'cos2teeC,8 d-elsn2tg  ee'costg

En partikel som placeras i punkten (4,1) kommer efter lang tid att ga& mot den kritiska punkten, origo.

ye* A
Modul 5. Berékna dubbelintegralen (g dxdy
D D=
o\ X2+ Y

; _ . 2 2
dar D, —{(x,y).1£x +y £4,-yEXE y}.
LBsning:
Det aktuella omradet ar en fjardedels "ananasskiva™.

1 X =r cosH
dxdy=rdrd6 .

Vi infor polara koordinater |

[y=rsino

Omradet ny beskrivs i poléara koordinater:

{‘(re) 1Er£2, —£e£ %

3

El

. 2
F snoe

o Ly o2 U
Insattning ger: dxdy= rdrdd = sinfe drydo
E? Sy

:,0/44
Loy

i
Ve
~

0 r

1l
IN|

« YE* e'-e n_e'-e _¢€e'-e
dxdy=———2c0S— = —= = 2
GD/ y2 = A

SVAR: Dubbelintegralen (D—dXd (e N e)\/_
o XY 2

Modul 6.

Beradkna linjeintegralen
X+y

Qe +y’sinx)dx + (e - 3y* cosx)dy
G
dar G arvagen ABCD sammansatt av de rata linjestyckena AB , BC och CD dar

A=(0,0), B=(4,2), C=(0,6) och D = (- 2,0) med orienteringen given av punkternas upprakning.
LGsning:

A
y
C(0,6)
G
G B (4,2)
/g
- P x
L
D(-2,0) A(0,0)

Vi undersdker om linjeintegralen ar oberoende véagen.
Det givna faltet och dess derivator ar kontinuerligt.
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d oP + . +
Studera derivatorna a—Q och —~ ., dar P(x,y) =€ + y’sinx och Q(x,y) =e*" - 3y’cosx.
X y

0 et . oP - .
Vi far —Qze Y +3y’sinx och — = €Y +3y’sinx.
X ay

Linjeintegralen ar oberoende véagen.
Vi byter vag. Tag den rata linjen L.

iX=t jdx=dt
Parameterframstall linjen: | [ . t:0® -2
ry=0 tdy=0
Insattning i linjeintegralen ger: )
. : . ) 1- ¢’
Qe +y’sinx)dx + (e - 3y’cosx)dy= (gdt=€’- 1=—
G t=0 €
SVAR: Den sdkta linjeintegralen ar
\ - 1‘ e2
e +y’sinx)dx + (€7 - 3y’ cosx)dy = —

G .
Anmarkning: En alternativ 6sning ar att bestamma en potential U(X,Y).

En sadan ges av U(X,y) =€ - y’cosx. D4 ar den sokta linjeintegralen
e +y’sinx)dx + (€7 - 3y*cosx)dy=U(-2,0)- U(0,0)=€e*- 1

G

Del 2
11.
| en enkel populationsmodell for antalet individer, P(t), ar den relativa tillvaxthastigheten konstant, a.

I en annan modell &r den relativa tillvaxthastigheten summan av tva termer.

Den ena termen &r en positiv konstant, @ , och den andra termen &r proportionell mot populationen med en
negativ proportionalitetskonstant, b.

En tredje modell erhdlles genom att korrigera den andra modellen pa féljande satt:

avlagsna ett konstant antal per tidsenhet, C. Stéll upp dessa modeller.

Studera darefter vad som hander efter 1ang tid, d& konstanterna satts till a=5, b=-1 och c =4.
L&sning:

Vi stéller férst upp de tre modellerna.

Modell 1: Den relativa tillvaxthastigheten

1 dP( _
P(t)
Omformad blir differentialekvationen q
P(t
O —ap (0
at
Modell 2: Den relativa tillvaxthastigheten q
1 dP(t
1 PO _ ., bP(t)
P(t) dt

Omformad blir differentialekvationen q
P(t
T’E) =(a+bP(t))P(t)

Modell 3: Avldgsna ett konstant antal per tidsenhet C

dP(t
TE) =(a+bP(t))P(t)- ¢
Nu over till en analys av de tre modellerna. Insattning av aktuella konstanter.
Modell 1: q
P(t
O 5P(t)
at

Har finns en stationar I6sning, P(t) =0, vilken &r instabil. Populationen véxer obegransat.
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Modell 2: dP( )
t

=(5- P()P()

Har finns tva stationara Iosnlngar, P(t) =0 och P(t)=5.

For startpopulationer i intervallet O till 5 ar derivatan positiv och populationen vaxande.
For startpopulationer stdrre an 5 ar derivatan negativ och populationen avtagande.
Efter lang tid kommer populationen att ga mot 5.

Modell 3:

dpP(t) _

el =(5- P(R)P(t) - 4=5P(t) - P*(t)- 4=(P(t)- 1)(4- P(t))

Har finns tva stationara I6sningar, P(t) =1 och P(t) = 4.
For startpopulationer i intervallet O till 1 ar derivatan negativ och populationen dor ut.
For startpopulationer i intervallet 1 till 4 ar derivatan positiv och populationen vaxande.
For startpopulationer stdrre an 4 ar derivatan negativ och populationen avtagande.
Efter l&ng tid kommer populationen att dé ut om startpopulationen ar mindre an 1.
Ar startpopulationen stérre &n 1 kommer den efter I&ng tid att g& mot 4.

For startpopulationer lika med de stationara lésningarna kommer populationerna att forbli konstanta.
SVAR: Se ovan.

12.
a. Bestam de losningar till differentialekvationen Y&+ Ay =0, A ar storre an noll,

som uppfyller randvillkoren Y(0) =0 och y§L)=0.
Visa att de i a) erhdllna funktionerna &ar ortogonala pa intervallet [O, L].
Bestam de I6sningar till den partiella differentialekvationen U$= ug!
som uppfyller randvillkoren U(0,t) =0 och ug(L,t) = 0.
Losning:
a) A ar storre an noll gor att vi kan satta A = u” dar wl R
Insattning i differentialekvationen ger Y@+ uzy: 0. De karakteristiska rétterna ar I = i
Lésningarna ar p& formen Y = Acosux + Bsinux.
Vi utnyttjar de givna randvillkoren. D4 behovs aven Y¢=- wAsinux+uBcosux.
1¥(0)=0=A

Randvillkoren ger oss féljande system: |

Ty€L)=0=-uAsinuL + uBcosuL -
@n-m _

Icke-triviala I6sningarna erhdlles d& coSuL =0 , dvs di uL = —2 , =12 ..... }
(2n- Lpex

De icke-triviala |6sningarna ar pa formen y = B sin , h=12,....

2L

Aven linjarkombinationer av dessa ar lésningar.

(2n- 1)nxsin(2m- 1)arxolX

b) Vi tt dukt n =0, n?
) Vi visar att inre produkten ?Sl oL oL
- + _ .
Vi omformar vénstra ledet. VL_ Su- COS(2rl 2m 2)TEXUdX
o 2L 2L
L

1 2L . (2n-2 2L . (2n+2m- 2
Integration ger: VL =—| - sm( n m)ﬂ:x+ Sln( n+2m- 2)nx -0

2] (2n- 2m)p 2L (2n+2m- 2)p 2L 0
Vi har erhallit Osm( n- 1)EX ] (2m- 1)m(dx =0, ntm.

2L 2L

0
¢) Vi anvander variabelseparation for att bestamma l6sningar till den
partiella differentialekvationen U$= ugl. satt u(x,t) = X(x)T(t)
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X8&x) _ T&t)
X(x) ()
i X®x)- A X(x)=0

1T - AT() =0

Har observerar vi att x-ekvationen med motsvarande randvillkor svarar mot deluppgift a.

Med A, =- A 6vergar x-ekvationen i X®X) +AX(X)=0.

Randvillkoren U(0,t) = 0 och U$(L,t) = O tillsammans med variabelseparationen U(X,t) = X(X)T(t)
Ger randvillkoren X(0) =0 och X¢L) =0.

Detta innebar att X:anin% , h=172,....

Insattning ger: X(X)T&t) = X®&X)T(t) . Denna ekvation kan skrivas = konstant = A, .

Den partiella differentialekvationen 6vergar i ett system:

_&2n-Hn 92t
Vidare har "T-ekvationen" I6sningar pa formen T=Ce *© 2Le  n=12,....

Losningar till den partiella differentialekvationen ar pa formen
&2n- N &
(2n' 1)TEXe'g 2L 'ﬂt
2L

Aven linjarkombinationer ar lésningar.
&2n-Dn 62
(2n- 1)arxe- T
2L

u,(x,t)=a,sin , n=12,...

¥ ¥
u(xt)=a cu,(xt)=a h,sin
n=1

n=1

. (2n- L)x
SVAR: a) De icke-triviala l6sningarna &r pa formen Yy = anm% , n=12,....
b) Se ovan
¥ &2n-1)n 62
S . (2n- Dax -e—t
o uxt)=a bnsmﬁe ¢ 2L o
=t 2L

13. Vad menas med fundamentallésningar till systemet av linjara differentialekvationer X = AX.

T L e O i
Systemet har foljande l6sningar: A; =% =, X, =% 7, A3 =% ~och X, =§ =
ee' o ee’o eve' o €2¢ +3e’g

Bestam en fundamentalmatris till systemet. Bestam darefter den konstanta matrisen A .
L&t matrisen B vara 2x2 och ha multipelt egenvéarde A med endast en tillhérande egenvektor K .

Ange forst en 16sning, X, till systemet X = BX. MatrisenB &r konstant.

Redovisa déarefter hur en av )(1 linjart oberoende I6sning till systemet kan bestdmmas.
LBsning:

Fundamentalldsningar &r linjart oberoende l6sningar som spanner upp Iésningsrummet.

For att bestamma en fundamentalmatris behovs i detta fall tva linjart oberoende I6sningar.
X, och X, ar linjart oberoende av varandra. Daremot &r X5 linjart oberoende av X .

Vidare ar X, en linjarkombination av X; och X,. Vi véljer X, och X,.

Qet e3tb
D& bli en fundamentalmatris F = (‘} ; 3:.
ee e'g

Varje kolonn i fundamentalmatrisen uppfyller systemet. Vi har ekvationen F = AF .
Vi far den konstanta matrisen A genom att multiplicera frdn héger med fundamentalmatrisens invers.
o L1 @t -ty et ey

Vi erhdller A = FF 7. Fundamentalmatrisens invers F ~=—% =% 4 s

e e-€e 28g e-e¥ 2%
@®e' F'pee' -€'d g 1 4y

vifar A=§¢ a3 g g .

ee F'ge-e 2¢%g e-2 5@

En Iosning ar X, =€"'K . vi ansatter X, = € (Et+F) dar E och F ar konstanta matriser.
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Insattning i systemet X =BX ger €A (Et+ F) +€'E = B&' (Et +F).
it: AE=BE i(B- M)E=01i(B- M)E=0

Identifiering ger foljande system: | AF +E = BE l(B MF =E 1(B M)ZF 0
: = | = - | = =

Matrisen E ar en egenvektor till B och F en generaliserad egenvektor till B.

@&e' ey Ee 1 4
SVAR: En fundamentalmatris ar F =& . 4 -, OCh matrisen A= .
ee ¢e’'g e-2 b5g

For ovrigt se ovan.

14. Ur en kropp definierad av olikheterna X° +Y° £7Z, X +y>+Z £1 och z3 0
stansas ut med cylindern 4x° + 4y £ 1. Berakna den &terstaende volymen.
Losning:

Den aterstiende volymen ges av trippelintegralen V = c‘ffjixdydz .

v
Weradl

Integration med avseende p4 Z ger V = (‘ﬁ‘):ixdydzz (‘]‘) (‘)ﬁiZdedy.
v Dy T 2=/x"+y’

vi far V = Ggpyixdydz= (‘]‘:{\/1- X -y - X +y2}dxdy .
Vv Dy
S a . . L2 2 _ 2 2 24 2=
Skarningen mellan konen och sfaren f&s ur ekvationerna: X~ +Y" =2 och X" +y"+Z =1.

1
Detta ger Z(X2 +y2) =1, dvs en cirkel med radien lika med ﬁ

i 1
Omradet i xy-planet ar den cirkelring som ges av i(X, y): 5 £EX°+y* £
|

Sl
o<c:

Vi infor poléra koordinater.
2p
V= G:{\ll re- r}rdrde— (‘)
Drﬁ ,t b

4 30 N/ .3 % 30
. e1 2% r 2p a8y’ &dp aé.c,2 &l
V=2p 2 2(1-19) da0 te50 " &0 efzy_12(3‘/_3+1 42)

i
|

MI' O/ q"
—r—
?‘
N
1
=
—
=
o
=
<
o
D

SVAR: Den sokta volymen ar V = l—pz(&/é +1- 4\/_2) v.e.

¥yt .
u
15. Bestam den generaliserade integralen ()i (FOS2u(t - u)* xe > duydt .
t=0l u=0
LBsning:
¥ t
Integralen kan omformas till foljande dubbelintegral: O| g? O’:OSZUX('[ - u) dul\;dt.
t=0l u=0

Den inre integralen ar en faltningsintegral.
Den sdkta integralen &ar Laplacetransformen for faltningen med S = 3 insatt.

¥‘ t
0|e * Cpos2uxt - u) dut/)dt-L{coszt}ﬁ_{} S é:%

t=01 u=0
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Insattning av S = 3 ger den sokta integralen.

¥yt '
‘:’ Apos2uX(t - u)zxe'SIduL'Jdt -2 .2
2. b @F+aF 17

2
SVAR: Dubbelintegralen &r lika med ——.
117



