KTH Matematik

Tentamensskrivning i Matematik 1V, 5B1210 for Bio2 och K2.
Onsdagen den 10 januari 2007, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 15-22p; 4: 23-29p; 5: 30-35p.
Uppgifterna: 1,3,7 ger 3 poang vardera, 2,5-6,8-10 ger 4 podng vardera och 4 ger 2 poang.
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1. Berakna volymen av den kropp som ges av{(X, y,2):zE5- X°-y5, z31,x30, y3 0}.

LB&sning:
Volymen ges av trippelintegralen

V = (qpyixdydz
K

Borja med integration i z-led

1552 )
V=0 Cfzydxdy=y5- xX*- ¥ - J}dxdy
Dyl z=1 Dy
Infér polara koordinater
T‘,x:rcost ir10®2p )
V=ij dxdy= rdrdt { p y:(‘ﬂ4- r }rdrdt
pry=rsint 0@ o

Volymen blir

SVAR: Den sokta volymen ar V. =2p .
2. Berakna linjeintegralen (Y3ycos(3x + 2y))dx + (Sin(3x +2y) + 2ycos(3x + 2y) + x)dy,
G

dar G ar cirkeln X2 + y2 = R2 tagen i positiv led.

Losning:
Vi anvander Greens formel: (P(X,y)dx +Q(X,y)dy = (. PQ a—Pddxdy
I ’ eox  ay® '
i 2— = %((si N(3x +2y) + 2ycos(3x + 2y) +X) =3cos(3x +2y) - 2y>x3xan(3x +2y) +1
I, P

= ai (3yCoS(3X +2)) = 3c0S(3X + 2y) - 3y R xsin(3x +2Y)
y

Linjeintegralen 6vergér i en dubbelintegral medelst Greens formel.

(Y3ycos(3x + 2y))dx + (sin(3x + 2y) + 2ycos(3x +2y) + x)dy = (gjdxdy= Areanav D .
G D

Cirkelns area &r pRZ.

SVAR: Linjeintegralen (Y3ycos(3x + 2y))dx + (Sin(3x +2y) + 2ycos(3x + 2y) + x)dy = pR? .
G

3. Berakna (porad (r*)xNndo da S ar enhetssfaren och N ar dess utatriktade enhetsnormal.
s

vidare ar r =|r| =/X* +y* +2° .

LBsning:
Vi bdrjar med att berdkna gradienten.
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XYy z
grad (r*) =3r22 Y %) =3rr .

r'r’r i
Den utatriktade enhetsnormalen N =T .
Integranden blir grad (r*) xn =3rr x =3r°.
P& enhetssfaren S ar I =1, vilket ger grad (r°)xn =3
(porad (r’) x ndo = (gpdo = 3>Sfarens area= 3x4pl* =12p.
S S

Ett annat alternativ ar att anvanda divergenssatsen.
Det givna faltet saknar singuldara punkter. Normalen ar utatriktad och ytan ar sluten.

Divergenssatsen ger: (pdrad (r¥)xndo = C‘ﬁ;jivgrad(rs)dxdydz.
s K

Vi berdknar divergensen av gradienten.

. . a9 9 9 6 _ax y z_. 8
divarad(r®) = divarr = 3 . —rx+ —ry+ —rz-=3g=X+r+Zy+r+=z+r=
grad(r) Box ~ oy Tk " Y r- o

Hyfsning ger: divgrad (r®)=12r .
Insattning trippelintegralen ger: d‘)grad (I’S) xndo = (‘!‘]‘erdxdydz.
K

s
Har passar sfariskt polara koordinater.

(porad (r®) x ndo = gggy2rr* sinddrdode .
S Krog

Integrationsomréadet K, :{(r,e,cp):O Er£1, 0£p<2n, 0£0 £J‘l3} :
Integration ger: (pyorad (r*)xndo =3x1* X2 = 12x.
s

sVAR: (porad(r’) x ndo =12p.
S

4. Klassificera med avseende p& stabilitet de kritiska punkterna till differentialekvationen y¢=y(y- 2).

LBsning:

De kritiska punkterna erhalles da derivatan ar lika med noll.

Vi f&r de stationéra l6sningarna y; =0 och Yy, =2.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande stabiliteten.
Nu over till studie av derivatans tecken.

For Y<O0 och y>2 ar derivatan positiv och Y(t) ar vaxande.

For 0 <y <2 ar derivatan negativ och Y(t) ar avtagande.

0 2
R e

Den stationara Iosningen Y, =0 &r stabil och den stationéra I6sningen Y, =2 &r instabil.

SVAR: Y, =0 ar stabil och Y, =2 &r instabil.

5. En saltlosning med koncentrationen K g/I pumpas in i en tank med hastigheten 2 I/s.
Tanken innehaller 400 | 16sning och saltmangden i tanken ar 4 g.

Den valblandade 16sningen pumpas ut med hastigheten 2 I/s.

Bestam forst saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt .

vid tiden t =200In2 6nskas saltmangden 8 g i tanken.

Bestam koncentrationen K for att detta onskemal skall bli uppfylit.
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Ange aven saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt T fér denna koncentration.
LBsning:

X X
Forandringen av saltméngden per tidsenhet ges av — = 2% - 2)(4_00'
. dx & X . o . . . .
Hyfsning ger: E +2_00 =2XK. Vi har en linjar differentialekvation, dess allménna I6sning erhalles som

summan av den allmdnna homogena l6sningen och en partikularlésning.
t

Vi far: X(t) =Ce 2°° +400K. vid starten ar saltmangden lika med 4 .
Inséttning ger konstanten C.

x(0) = C+400k =4 , C=4- 400K .

t
Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t ges av X(t) = (4 - 400k)e 2°° + 400k .

Nu 6ver till bestdamning av koncentrationen hos den inpumpade |6sningen.
200In2

Insattning av villkoret ger: 8 = X(200In2) = (4 - 400k)e 200 4 400K .
Vi far: 8 =(2- 200k) + 400k, k = %) = 0,03 = 3%.

t
Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t blir X(t) =12 - 8e 29,

L
SVAR: Saltmangden i tanken vid en godtycklig tidpunkt t ar X(t) =(4 - 400k)e 2°° + 400k .
t

Den sokta koncentrationen ar K = 3% och tillhérande saltmangd ar X(t) =12 - 8 200,

6. Bestam Y(5) da Y(t) ar den I6sning till differentialekvationen @&+ 3y¢+ 2y =8 (t- 4) som uppfyller
begynnelsevillkoren Y(0) =3 ,y&0) =5 och 8(t- 4) &r Diracs deltafunktion.
Losning:
Laplacetransformera differentialekvationen: S-Y(S) - sy(0) - y&0) + 3(sY(s) - y(0)) +2Y(s) =e .
3s+14+e*  3s+14+e®
f+3s+2 (s+1)(s+2)
1 8 +ael 1§ s
s+1 s+2 ©€s+l s+20
Atertransformering ger: Y(t) =11e" - 8 +U(t- 4)(e ¥ - 2 %),
Det sokta funktionsvardet ar y(5) =11e’°- 8¢ +&* - €.
SVAR: Det sokta funktionsvardet ar y(5) =116 °- 8¢ +e'- 2,

Insattning av villkoren och hyfsning ger: Y(S) =

Uppdelning ger: Y(S) =

7. En I6sning till differentialekvationen X Y8 2xy¢+2y =0, x> 0 ges av Y, = X.
Bestam den allmanna Iésningen till differentialekvationen X Y- 2Xy¢+ 2y =- X .

LB&sning:
Vi anvander oss av metoden “reduktion av ordning™.
Inséttning avy = XZ i den inhomogena differentialekvationen ger:

X2 (xz@+ 220 - 2x(xz¢+ 2) + 2xz= - X.
Hyfsning ger: X°z8=- X eller z&=- x°.
Integrera med avseende pa X: z¢= xt+A.
Upprepad integration ger: Z=Inx + Ax+ B .
Den allmanna Iésningen ar y = X(IN)X + Ax+ B) = AX + Bx + xInx.
Observera att allmanna homogena lésningen ar Y, = AX2 + BX.

SVAR: Den allmanna 16sningen ar Y= AX + Bx + xInx , x>0
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g 1 Og &0

8. Bestam allmanna I6sningen till X ¢= % X+2¢ _+.
e5 -3 e 3y

LBsning:

Den allmanna l6sningen erhalles som summan av den allméanna homogena lésningen och en partikularldsning.

Vi startar med att bestdmma den allmanna homogena ldsningen och bestdmmer héarvid egenvarden och

1 0p
e5 -3g
Eftersom matrisen ar triangular kan egenvardena direkt anges.
Egenvardena ar A, =- 1 och A, = - 3. Motsvarande egenvektorer erhalles ur systemet (A - A )v=0.

A=-1

egenvektorer till matrisen A =

? 0 O =0, K,=n ?O dar I, ar ett godtyckligt reellt tal.
e5 - 2@ €50
A, =-3

05 gy
Y K,=0,K,=r, % |, dar r, ar ett godtyckligt reellt tal.
e5 0g 2 2 2 dg 2 godtycrtig

0 o 8@6 0 ég&16
Den allménna homogena Iésningen ar X, = ? +C,e 3t§_)g 5 -3t;§;12g: FC , dar ¢, och
ese! e

C, ar godtyckliga reella konstanter och F ar en fundamentalmatris.

En partikularldsning ar Xp =F d: =

B 1 e 0p 1aé 006
Inversen till fundamentalmatrisen ar F = = wn 9 -t T —9 2 3t
2" e-%' 2e'g 2e-5¢" 2e’'g
P 0o®o @ 1 o
e 56" 26'sée ¥y & 5" +20
2et 055 t 5 e 2te’’ o)
Integrati h insattni X, =€ 5 +
ntegration och insattning ger ot ﬂQZt €5te 4 oted 5e_t
2 g 2 9
) @0g
Den allmanna Iosningen ar X = X, +X = cle't§;+ ce §O+te §O+te 3t§0 +e t(} 5+.
- zﬂ
0 &
et kan ok X ®e' 0 oa@lo aébﬂe a@d+e_tze C.)
Vi ivas: X = N
ilket kan skrivas §5e't e3‘125802125 85;3 &25 8_ g_a

3 ®0p

- (0] - 0 0 0, .
SVAR: Den allménna I6sningen &ar X = ¢e té +ce 3t? +te ? +te'® ? +e ‘¢ 5=
€5g elg ebg - —Zz

ee<°b g(y- Sg
ey ey(x- 2)g
Klassificera de eventuella kritiska punkterna med avseende pa typ och stabilitet.
Losning:
| de kritiska punkterna ar tangentvektorn lika med nollvektorn.

o_a(y- 9o _
éOz_gl(x- Z)z_f(x’y)'

9. Bestam alla kritiska punkter till systemet

Vi erhéller féljande system
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Detta har Iésningarna (0,0) och (2,5).
For att klassificera dessa punkter anvander vi oss av Jacobimatrisen i den aktuella punkten.

9 f @'-5 X 8

a(x,y):é y X-20

Vi satter in de tva kritiska punkterna och erhéller darvid foljande matriser.

(0,0)

Jacobimatrisen ar lika med

A e 5 0p
=% . Egenvardena ar reella och negativa.
0 -2¢0° g

Den kritiska punkten &r en stabil nod. Motsvarande géller &ven for det icke-linjara systemet.

(2,5)

@ %
B=& oo
Den kritiska punkten ar en sadelpunkt och darmed instabil.

Motsvarande galler aven for det icke-linjara systemet.
SVAR: (0,0) ar stabil nod och (2,5) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

. Egenvardena ar reella och med olika tecken.

) o _ _ d°u au

10. L6s den partiella differentialekvationen y +u= E ,130,0£ xXEp,
da u(0,t) =u(p,t) =0 fort 3 O och u(x,0) =siN3x forO0E£E X Ep .
Losning:
Vi séker funktioner U(X,t) p& formen U(X,t) = X(X)T(t) som uppfyller de homogena villkoren.
Insattning i differentialekvationen ger: X®X)T(t) + X(X)T(t) = X(X)T€t) .

X TEt) - T(t
Division med X(X)T(t) ger: %) = - TW)

X(x) T(t)

Den partiella differentialekvationen 6vergar i ett system av ordinara differentialekvationer.
] X®x)- AX(x)=0

|

iTEH- A+)T()=0

"t-ekvationen" har l6sningar p& formenT (t) = Ce

For "x-ekvationen™ ar I6sningens form beroende av konstanten A .
"X-ekvationen” har tre olika fall: A >0, A =0 och A <O0.

A>0, L=u?, ul R A =0 A<0, L=-u?, ul R

X(x)= Ae” +Be " X(x) = Ax+B, X(x) = A,cosux + B,sinux
Variabelseparationen tillsammans med randvillkoren U(0,t) =u(p,t) = 0 ger oss X(0) = X(p) = 0.
Insattning av &ndpunkterna ger:

= konstant = .

(L+1)t

A>0, A=u?, ul R A =0 A<0, h=-u?, ul R

j0=X(0)=A+B 10=X(0) =B, 10=X(0) = A

[0=X(p)=Ae® +Be®  10=X()=Ax+B, {0=X(p)=A,cosup+ Bsinup
1A;=0 _

Endast den triviala I6sningen. Endast den triviala I8sningen. % up = N X(x) = B;sinnx .

Funktionerna Un(X,t) = BnSinnX (-t uppfyller differentialekvationen och randvillkoren for

godtyckliga heltal N3 1. Aven linjarkombinationer av I6sningar &r 16sning.
Nu 6ver till begynnelsevillkoret U(X,0) =SIN3X. Dettager B,sinnx=sin3x, B, =1,

SVAR: Den sokta lésningen ar u(X,t)=e * sin3x .



