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Redovisa l6sningarna pa ett sadant satt att berdkningar ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 3 &r avsedd for Betyg 3 och omfattar 6 moduler (uppgifter).

For godként betyg kréavs 5 moduler godkanda.

GODKANDA MODULER TILLGODORAKNAS ENDAST FRAN VAREN
2005,

Detta sker enligt foljande: Godkénd molul nr ¢ ger uppgift nr ¢ godand. @ =
1,2,...,6.

Module 1, LS1 Kapitel 1-3 1 Z.C
Module 2, INL1 Kapitel 71 Z.C
Module 3, LS2 Kapitel 4,8 och 10 Z.C
Module 4, INL2 Kapitel 11-12 i Z.C
Module 5, LS3 Kapitel 9 1 E.P
Module 6, LS4 Kapitel 10-11 i E.P

Lycka till!

1. (Module 1)
T en modell for tillvixt av en population av bakterier, sa ar tillvixthastigheten
av populationen proportionell mot populationens storlek.

(a) Sétt upp en differentialekvation f6r antalet y(t) av baktererier i pop-
ulationen vid tiden ¢

(b) Finn allmén 16sning till differentialekvationen.

(¢) Vid ett viss tidpunkt (¢ = 0) hade populationen 100 bakterier.
2 manader senare (t = 2) sa hade populationen tkat till 250 bak-
terier. Finn vid vilken tidpunkt som populationen har ckat till 1000

bakterier,
Losning
Svar: Differentialekvationen blir
dy
2k
dt Y,

dar proportionalitetskonstanten k£ > 0.
Allman 16sning till denna differentialekvation ar

y(t) = Ce**,



dar C ar konstant.
Sitter vi in begynnelsevillkoret y(0) = 100 far vi 100 = Ce® = C och
sitter vi sedan in y(2) = 250 sa far vi 250 = 100e?*, dvs. e?* = 3 vilket
ger k= 11In(2) = 1(In(5) — In(2)).
Vi séker nu tidpunkten ¢, sddan att y(to) = 1000, dvs. att 100e**0 = 1000
vilket innebér att e** = 10 och

0 _ In(10) 21n(10)

k In(5) — In(2)

Svar: Populationen har okat till 1000 bakterier efter tg = %

manader. (drygt 5 méanader)

. (Module 2)

Finn en 16sning till ekvationen

x

f(x):1—x+/ltf(:v—t)dtf6rx>0.

0

Losning
Laplacetransformera ekvationen. Lat F'(s) vara Laplacetransformen till f
vi far da ekvationen

F(s)—%—si2 Sle(s)
Vi 16ser ut F'(s): . _
(1- S—Q)F(s) =L
(s = 1)F(s) = (s - 1)
s—1 1

F&) = o630 ~ 511

Vi tar inverterar Laplacetransformen F(s) = ﬁ t.ex ur tabell och far da
Svar: f(z)=e""

. (Module 3)
Bestam allmén 16sning till systemet

;-1 1
x(_2 _3)x.

Vad hénder med en partikel, som placeras i punkten (3, 2), efter lang tid?

Losning
Vi finner forst egenvirden A som rotter till ekvationen

—1-2A 1
< -2 —3—)\>0



Ekavtionen kan omskrivas till
(=1 =XN(=3-AN)+1-2=X+41+5=0

Rotterna blir A\; = =247 och Ay = —2 — 3.

Vi scker nu en egenvektor u till egenvardet \; = —2+4. u = < Zl >
2

som loser evationen

(" L) (w)-o

En 16sning till denna ekvation ar

(Z;>:<1_1i>:(1_1>+i(01)=B1+iB2

En komplex 16sning till systemet blir nu e(=2t9*u. Realdel och ima-
gindrdel av denna I0sning s& blir tva oberoende reella l6sningar till sys-
temet. Dessa blir

X, = e % (cos(t)B; — sin(t)B2)

och
Xy = e % (sin(t)B; + cos(t)B2)

X, = o2 <cos<t> ( . ) — sin(?) ( " ))
X, = e 2 <sin(t) < 1_1 > + cos(t) ( (11 )>

Vi fa alltsa

och

Den allménna losning till systemet kan nu skrivas
X(t) = C1 X1 (t) + C2Xa (1),

vilket skrives ut som
Svar Allmém 16sning till systemet blir

[ e % (—=Cycos(t) — Cysin(t))
X(t) = ( e 2t((Cy — Cy) cos(t) + (C1 + Cy) sin(t)) ) :

En partikel kommer efter lang tid vara godtyckligt néra origo

. (Module 4)
Finn den 16sning till den partiella differentialekvationen
O?u  Ou
2—=—, 0 t>0
oz = gy 0<T<m t>0,



som uppfyller randvillkoren

ou ou
%(O,t)—%(ﬂ',t)—o, t>0,

och begynnelsevillkoret

w(z,0) =1+ 3cosbr+4cosTx, 0<z<m.

Losning
Vi anster forst en separabel 16sning till ekvationen:

u(z,t) = X (2)T(t)
Differentialekvatione kan da skrivas:
2X"(2)T(t) = X (2)T"(t)

som separeras till
2X// T/
X T
vilket leder till ekvationerna

—2u

2X" +2uX =0
T = —2uT

Randvillkoren medfor att X’(0) = X'(7) = 0 Icke-triviala 16sningar X (x)
som uppfyller denna differential ekvation med dessa randvillkor finns i de
fall da \/pu =0,1,2,3... de kan da skrivas X (z) = C cos(ux) .
Man kan visa att for negativa p ger differentialekvationen lsningen CyeV~F4
Cae™V=Ht och randvillkoren leder till att C; = Cy = 0.
For p = 0 har vi losningen Cy + Cyx och randvillkoren leder till att Cy = 0
och 16sningen kan C; kan ju da skrivas C cos px
For p positiv har vi 16sningar C sin \/px + C3 cos \/px och randvillkoret
X'(0) = 0 medfor att C; = 0. For att 16sningen C; cos \/px ska uppfylla
randvillkoret X'(7) = 0 med C; skilt fran noll sa maste |/ vara ett heltal.
Vi skriver g = n?,n = 0,1,2,3,.... och motsvarande l6sningar X,,(z) =
cosnz. Till dessa har vi motsvarande l6sningar T,,(¢) till differentialekva-
tionerna

T' = —2n°T

Loser dessa och far for varje n en 16sning T),(t) = e 2"t Produkten
Un(2,t) = Xn(2)Tn(t) = e 2"t cosna uppfyller den ursprungliga differ-
entialekvationen och randvillkoren, men den uppfyller begynnelsevillkoret

U (x,0) = cosnx
For att uppfylla det ursprungliga begynnelsevillkoret

u(z,0) =14 3cosbr +4cosTe, 0<x <.



tar vi en superposition av lésningarna u, (z,t) Vi sitter
u(z,t) = uop(z,t) + 3us(x,t) + dur(x,t)

Da kommer u(z,t) att uppfylla det ursprungliga begynnelsevillkoret sam-
tidigt som differentialekvationen och randvillkoren blir uppfyllda. Vi skriver
Svar: Funktionen u(z,t) = 1+ 3e~5% cos bz + 498 cos Tz uppfyller dif-
ferentialekvationen och givna rand- och begynnelsevillkor.

5. (Module 5)
Lat Q vara vara det obegriansade omradet

Q={(z,y);2> +y* > 1,0< y < x}.

Avgor, om den generaliserade integralen

// e_(”2+y2)dxdy
Q

divergerar eller om den konvergerar, och bestdm i sa fall dess virde

Losning

Vi infor polara koordinater (¢,6) dar x = rcos@,y = rsinf. Integranden
e~(@*+v") — =7 och Jacobi- determinanten vid for polédra koordinater ar
r.

Vi integrerar éver det dndliga omradet Qn = {(x,y) : 1 < 2% + ¢?
N2,0 <y < 2} vilket i polira koordinater motvaras av = {(r,0) :
r < N,0<60< 7%} Vifar integralen

51 N
_ _ T |le " T (1 1
//QN ™ rdrd = / dﬁ/ P rdr = = [_2]1 _8<e_62N>

Tar vi gransvardet da N gar mot +o0o sa ser vi att
Svar: Den generaliserade integralen konvergerar mot vardet

<
1<

poly

6. (Module 6)

(a) Visa att féltet
F = (32%y°,22°y)

ar ett gradientfalt.
(b) Finn en potential P sadan att F = grad (P).

/F~dr,
r

dir T &r kurvan lings ellipsen 1622 + 9y? = 25, i positiv, riktning
frén punkten (2,0) till punkten (1,1).

(¢) Berdkna linjeintegralen



Losning

Vi kontrollerar om félter F = (G, Q) uppfyller villkoret % - % =0.

Q = 223y, % = 622y och G = 3z%y? , %—G = 62%y. vilket innebéar att
villkoret ar uppfyllt. Vidare ar faltet definerat i hela planet utan nagra
singuléra punkter. Detta innebér att det existerar tillrdckliga villkor for
att det ska existera en potential funktion P(z,y) till faltet.

Det ir Litt att verifiera att P(z,y) = 23y? #r en sddan potential.

Viérdet av en linjeintegral med ett sadant falt F erhalls direkt genom
att ta skillnaden av potentialen i &ndpunkt och startpunkt. Den givna
linjeintegralens virde blir dirmed P(1,1) — P(2,0) =1—0= 1.

Svar: Faltet F ar ett gradientfélt, en potential ar till F &r funktionen
23y?, och den givna linjeintegralens virde #r 1.




