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Del 1
Modul 1.
Bestandet, y(t), matt i ton, av en viss fiskart i en viss sjo antas variera cykliskt(periodiskt) med tiden t ,

méatt i ménader, enligt féljande: Y :s andringshastighet (som kan vara béde positiv och negativ) &r proportionell

mot produkten av Y och den cykliska faktorn COS%,—t :

P& morgonen den 16 maj (valjes som t =0 ) ar Y =1 ton. Den 16 augusti & Y = 3 ton.

Bestam Y (t) som funktion av t . Bestam aven de stérsta och minsta vardena som Y(t) antar och vid vilka
tidpunkter som detta sker.

L6sning:

d
Bestandet, Y(t), uppfyller differentialekvationen d_%[/ =ky cos%:t , dar K ar en proportionalitetskonstant.

Den erhdllna differentialekvationen ar separabel. Konstantlosningen saknar i detta fall intresse.

1d 6 .
Omformning ger: —FB'[/ = kcos®s . Integration med avseende pa t ger: Iny|=k—sin%t +A .
Yy T

6
k=sinfgt Ko Sinat

Lesuty: y=+e'er =Ce
il=y(0)=C

Vi bestammer nu konstanterna med hjélp av villkoren |

C=
13=y(3)=Ce" ™™ e

]
{eo =3, k,=In3 "

Ingsinad _ sinad
Bestandet ges av y(t) =e" & =3¢

Det storsta vardet, Y = 3, erhdlles d& sm%t =1,t=3+12n, nl N.
4 1 N
Det minsta vardet, Y = 3t 25' erhdlles d& Sin%! =-1, t=9+12n, nl N.

dy SNt
SVAR: Bestandet uppfyller differentialekvationen pr =ky cos%t ochar y(t) =3

Bestandet ar storst den 16 augusti varje &r och ar lika med 3 ton.

Bestandet ar minst den 16 februari varje ar och ar lika med % ton.

Modul 2.
t

Bestam f(t) d& f(t) =14Cpos7u f(t- u)du+28sin7t, t3 0.

0
Vidare skall villkoret f(0) =0 vara uppfylit.
LBsning:
Laplacetransformera :

7
F(9) =14 5= F(9)+ 28—

Hyfsning ger:
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s?+49- 14s 7
— o F(9=28=
s +49 s +49
Los ut den obekanta funktionens Laplacetransform
196
F(s)=——=
(s-7)

Atertransformering ger:

f (t) =196te”

SVAR: Den soOkta I6sningen ar

f (t) =196te”

Modul 3.

Bestdm den 18sning till den partiella differentialekvationen
ou ou
— - 10— =40u
X ay

som uppfyller villkoret U(X,0) = 35e ¥ +17e™.

LBsning:

Vi separerar variablerna: U(X,Y) = X(X)Y(y).

Insattning i den partiella differentialekvationen ger: X€X)Y(y)- 10X(X)Y&y) =40 X(X)Y(y) .

Dividera med 10X(X)Y(y): X&) - Yay) =4 X&) :Y((y)

10X(x) ~ Y(y) 10X(x)  Y(Y)
i X&x) - 10AX(x) =0

Vi erhéller ett system av linjara differentialekvationer: |

TYQy)- (- AY(y) =0

+ 4 =Kkonstant = A .

‘! X(X) - Aelka
|
TY(y) = Be"

Linjarkombinationer av I6sningar ar l6sning.
Den l6sning som sOkes ar pa formen:

u(x.y)=a c,
"

U(X,y) = AelO}\xBe(k- 4y — ABelka+(}\. 4y

ethx+(h— 4)y

Det aterstér att bestamma koefficienterna.
- - o
Villkoret U(x,0) =35 > +17e™ ger: u(x,0) =35¢ > +17e™ =g ¢, €™
"

-3xH(- =- 4)y axe(Z -4y
Identifiering ger: U(X,Yy) = 35e 0 +17e

4x- 1—8

43
-3X-—y
SVAR: Den sokta Iosningen ar U(X,y) =35e 1° +17e 5 .

Modul 4.
Funktionerna Y, (X) =X, Y,(X)=xXInx, y,(X) =5X, y,(X) =X* och y¢(X) =X+ X* ar lésningar till en

linjar tredje ordningens homogen differentialekvation. Bestam en fundamentalméangd av I6sningar till
differentialekvationen. Bestam &aven den 16sning som uppfyller villkoren Y(1) =3, y§1) =2 och y%1)=1.

L&sning:
En linjar tredje ordningens homogen differentialekvation har tre linjart oberoende lésningar och dessa bildar
en bas for l6sningsrummet. Av de fem givna l6sningarna véljes tre |6sningar ut sa de blir linjart oberoende.

Tag till exempel féljande: Y1(X) = X, Y2(X) =XInX och y4(X) =x2.

For att visa att dessa losningar ar linjart oberoende visar vi att Wronskianen ar skilt fran noll.
x xlnx X

W(x, xInx, x*)=[1 Inx+1 2x| = x@2Inx+2- 2)- 1(2xInx- x)=x>0
0 Vx 2
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En fundamental 16sningsméangd ar {X, xInx, X2} .

Den allménna I6sningen kan skrivas Y = CiX + CoxInXx + C3X2.

Det aterstér att bestamma den 16sning som uppfyller de givna villkoren.
Bilda forsta- och andraderivatan.

1
ye=Cq + C2(In X+ 1)+ C32X och y@®t= Cz;( +Cj32.

13=y()=C +Cs
Insattning av villkoren ger: { 2=yq1) = C; +C,1+ C32.
t1=y#1)=C, +C32

Systemet har lésningen C1 =1, C3=2, C, = - 3. Den sokta lésningen ar Y = X - 3xInx + 2X2 .

SVAR: En fundamentalmangd av lésningar ar {X, xInx, X2} .

Den I6sning som uppfyller de givna villkoren ar y = X - 3XInx + 2X2 .

Modul 5.
Berakna arean av den buktiga yta z=4- X’ - Y for vikken X3 0, y3 0, z3 0.
LBsning:
Arean av den buktiga ytan ges av (‘I‘)ﬁi() , dar S ar den aktuella ytan.
S

Vi projicerar ytan pa xy-planet och erhaller en kvartscirkelskiva i forsta kvadranten.
Cirkelskivans radie ar lika med tva.

xd
Ytelementet do = |_y| , dar COSy ar tredjekomponenten i enhetsnormalen.
cosy

Vi bestammer en normal till rymdytan z=4 - X2 - y2
En normal ges av N = grad (x* + y* + z+4) = (2x, 2y, 1).

- (2%, 2y, 1) . 1
En enhetsnormal ar N = > > och saledes COSY = > > .
VAP +4y* +1 JAXE +4y? +1
Ytintegralen évergér da i en dubbelintegral enligt féljande (‘!‘jjo = CD“ /4X2 + 4y2 +1dxdy .
s Dy

nél i U

Infér polara koordinater: (Fflc = () /4r? +Ardrdv = > 21—2 (4r? +1?,23 = Z(17\/1_7 -1).
s Dr r=0

SVAR: Arean av den buktiga ytan ar ;—4(17\/1_7 -1).

Modul 6.
Bestam konstanten a sa att vektorfaltet

F:? a 2y 0
e1+2x+y' 1+2x+Yy'®

far en potential U samt berékna denna.

Ange darefter vardet pa linjeintegralen d: xdr med det beraknade vardet pa konstanten a, dar Car
C

kurvan Y= X* - X fran (0,0) till (2,2).

LB&sning:

Betrakta ett omrade dar singulara punkter saknas. Vi betraktar det Ovre halvplanet.

For att erhalla en potential U skall foljande villkor vara uppfyllt:

1 a 9g_a1 2y U
PV PV Y VI Y
ay|1+2x+y[\§ aX|l+2x+y%
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Detta ger:

- azy =2y
(1+2x+y")*  (L+2x+y°)
Det ger oss att a = 2.

For en potential U galler att du =F>dr , dvs
dU =Ugdx + U@y = F>dr

Vi far i vart fall foljande system av partiella differentialekvationer.

i 2 — 2
IUQ T oxry P U(X,y) =Ir1+2x +y? +g(y)
i 3

T 2y 2y

{ 9_1+2x+y U Toox +y? +ot)

Identifiering ger gky) =0, g(y)=C
Den sokta potentialen ar U(X,y) = Iril +2x+ y2| +C.
Vid beréakning av linjeintegralen utnyttjar vi potentialen.

OF xdr =yU =U(2,2)- U(0.0)=1In9- In1=1n9 =2In3
C C

SVAR: Konstanten a = 2. Potentialen ar U(X,y) = In|1 +2x+ y2| +C. Linjeintegralen ar (JF >dr =2In3.
c



