KTH Matematik

Losningar till tentamensskrivning i Matematik IV, SF1636(5B1210,5B1230).
Onsdagen den 16 januari 2008, kl 1400-1900.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.

Svaren skall ges pa reell form. Varje uppgift ger maximalt 4 poang.
Betygsgranser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgranser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.

FIE

1. Berakna dubbelintegralen () { O:osyzdyydx

x=0 X
1 b
LBsning:
Integranden &r svar att integrera med avseende pay.
Daremot gar det bra att integrera med avseende pa x.
Vi ritar upp omradet och kastar om integrationsordningen.
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SVAR: Dubbelintegralen O| 0308y dyde— 5
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2. Vilket arbete utrattar kraftfaltet F(X y) =
X2 +9y

Losning:
<~ ydx+ xdy

Arbetet ges av kurvintegralen OF >dr = 0—5———=—
G c X + 9y

Vi undersdker om kurvintegralen ar oberoende av vagen.

Den enda singulara punkten ar origo.

(x,¥)* O ett varv langs cirkeln X° + Y’

=4
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iQ= X ID§:1>(x2+9y2)-2x><x
= x*+9y? X (X +9y?)?
|

-y P 1Xx*+9y*)- 18yxy
IP=——— b —=- 2 22
T X249y ay (X* +9y?)

. 90 .
Derivatorna — och — ar lika.

X ay

| ett enkelt sammanhingande omrade som inte innehaller origo kan vi byta vag.
Vi viljer kurvan X° + 9y2 =1 och tagen i positiv riktning.
jx=cost jdx=-sintdt

Parameterframstallining av kurvan: | . | :
i 1 i 1 t:0® 2p
¥y=—smt }dy=—costdt
3 3
N .- ydx+xd
Insattning i QF >dr = oH ger:
G c X + 9y

. ~ydx+xdy %31 : 1 ot = 2P
dr = = - =sint Y- sint) + cost X(— cost)ydt = —
O = Onergp = O gl SO T eosiGeoshpR =

2
SVAR: Kraftfaltet utrattar arbetet ?p .

3. Berakna flodet av vektorfaltet F =(Xz yz 1) ut genom ytan S definierad av

S Z{(X, y,2): z=X+Yy’, 0£z £1} . S ar orienterad s att normalen har positiv Z-koordinat.
Losning:

Flbdet ges av integralen (‘fj: X ﬁdo .

s
Vi bestammer forst en normal till ytan S.

En sidan ges av N, = grad (X +y* - 2)=(2x,2y,- 1) .
Men normalen skall ha en positiv Z-koordinat.
Byt riktning hos normalen och bilda motsvarande enhetsnormal.

vitar h= G202yl
JAC +4y? +1
Projicera ytan pd xy-planet do = dxdy = dxdy
costl [ 1
[J4x? + 4y +1

(-2x%,-2y,1) _ -2x%z- 2y’z+1
JAC+AY +1 (4 + 4y +1
P& ytan S galler att 2= x> + y2 vilket insattes i uttrycket Fx ndo ger:

) 1- 2052 +V2)2

Fx hdo = 2X V) XY (10 25 + y?)))dxdly

Jax2 +ay” +1| 1

J4ax? +4y? +1

(F X ndo = (gf1- 2(x* +y*)*)dxdy
s Dy
Omradet i xy-planet ges av enhetscirkeln. Infér polara koordinater.

c‘btxﬁdo = l- 2r*)rdrdv = 2p >(E - 2xé)=£)
S 2 6° 3

Dry

Fxn=F=(xz yz 1)
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Ett annat alternativ ar att anvanda divergenssatsen.
Dock méste ytan slutas forst.

Slut med cirkelskivan § :{(X v,2): X°+y°£1, z= ]} .
Vi far CDC xndo + aJ ndo =- @jIV(XZ, yz, 1)dxdydz

S
Har anvander vi den indtriktade normalen till ytan § och den ges av n, =(0,0,-1)

Insattning ger Gj: x ndo + (]) ldo = (ID'ZZdXdde

S1
mldo:-Aremav S=-p#°=-p
Sy
cmzzdxdydz_ a OZZdZydxdy— Cdl (< +y*)}dxdy = gg{1- r*}rdrav=2p >(—- —)_?
nyiz x? +y b Dyy Drv
QF xndo =- ¥ x n,do - Gppliv(xz, yz 1)dxdydz=+p- ?p =%
S S K
SVAR: Det sokta flodet ar (pfF X Ndo = % .

S

4. Konstruera en autonom foérsta ordningens differentialekvationen Y¢= f (Y), vars fasportratt ges av
nedanstdende figur. Finns det ndgon stabil jamviktslésning ?

0 2 4
|« |« | > »

Losning:

Jamviktslésningarna ar O, 2 och 4. Jamviktslésningen 2 &r dubbel.

En autonom férsta ordningens differentialekvation ges av y¢= y(y - 2)°(y- 4).
0 ar en stabil jamviktsldsning.

SVAR: En autonom férsta ordningens differentialekvation ges av y¢= y(y- 2)*(y- 4).
y =0 &r den enda stabila jamviktslésningen.

5. | en populationsmodell &r den relativa tillvaxthastigheten , som funktion av antalet djur, ett
forstagradspolynom , namligen en konstant minus en annan konstant ganger antalet djur.
Konstanterna ar positiva. Stall upp en matematisk modell for ovanstaende.

Lat konstanterna darefter vara 5000 respektive 1.

Bestam populationen som funktion av tiden t d& den vid tiden O &r lika med 1000.

LBsning:

L&t populationen vid tiden t vara P(t).

1 dP dp
Differentialekvationen blir L dP =a- bP(t) , —aP bP?
P(t) dt

dP
Med de givna konstanterna insatta erhalles E =5000P - P°.
Differentialekvationen ar av Bernoulli typ( den ar dven separabell).
Vi omformar differentialekvationen: P> — =5000P " - 1.

Satt 2= P’ dz—-PzdP
dt dt
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dz dz
Insattning ger: - a =5000z- 1, a +5000z =1, vilken ar linjar med konstanta koefficienter.

Dess losning erhalles som allman homogen 16sning plus en partikularlésning.

S -5000 1 Ae* +1 . ) 5000
Vi erhéller Z= —— + = . Populationen ar P(t) = ——m57—-
5000 5000 50%%0 Ae +1
Villkoret ger vardet pd konstanten: P(0) = %— =1000, A=4.
_ ) _ 5000
SVAR: Populationen ar P(t) = R

6. Bestam Y(p) d&
y@-+ 9y =18U(t - %)cosSt

och Y(0) =7 och y§0) =9, U(t) ar Heavisides stegfunktion.

L&sning:
Hogra ledet kan omformas 3 3
cos3t =cos3(u+ —2) = cossucos?p - sin3usin?p =gn3u=sn3(t- %)
Vi far
T, p
y@+ 9y :18U(t - E)SI n3(t - E)

s
Laplacetransformera differentialekvationen: S-Y(S) - sy(0) - y&0) + 9Y(s) =18e 2 2 i 5"

p

7s+9 5de 2
2 + 2 2"
s+9 (s°+9)

Atertransformering ger: Y(t) = 7c0os3t + 3sin3t +U (t - Ez)(Sl n3(t - —g) - 3(t- %)COS3(I - LZJ))

Insattning av villkoren och hyfsning ger: Y(S) =

Insattningavt =p ger Y(p)=-7-1=-8.
SVAR: Det sokta funktionsvardet ar y(p)=-7- 1=-8.

7. Betrakta funktionen given av
\l 3+X , 0 <x<4

T 1-3+x , -4<x<0’
Vidare galler att h(X + 8) = h(X). Bestam Fourierserien hérande till funktionen h.
Bestam vidare Fourierseriens summa fér X =6 och X =20.

L&sning:
Den givna funktionen ar udda.
¥ 4
o . hpx 2 . hpx
Fourierserien &r pd formen @ b, smi , dar b, =— d3 +Xx)sin npx dx.
el 4 4 4
ie - 40057 U 4+ -4cos— 3- 7cosnp
Partiell integration ger b, = ={ A3+ X)——— - - (\j.— dxy = 2 %——.
2. np W np - np

1 I

i€ 5 b

_ _ ¢ .. 3-7cosnp . npx

Den sokta fourierserien ges av g Sn .
np 4

Funktionen h ar periodisk med perioden 8.

h(B)=h(-2+8)=h(-2) =-3- 2=-5
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h(20) =h(2>x8+4) = h(4)
Fourierseriens summa fér X =6 ar -5.
Fourierseriens summa for X =20 erhélles som medelvardet av h(4) och h(-4).
h(4)+h(-4) (3+4)+(-3-4) _ 0
2
3 - 7cosnp . n
SVAR: Den sokta fourierserien ar é 2 3 cosnp sin X .
=1 np 4
Fourierseriens summa for X =6 ar -5.
Fourierseriens summa for X =20 &r 0.

Vi erhéller

8. Tillvéxten av en cell beror av flédet av ndringsémnen (som exempelvis aminosyror) genom det
omslutande cellmembranet.
Lat W (t) vara cellens massa i gram vid tiden t, matt i timmar, med W(0) =W,.

Antag att massans tillvaxthastighet &ar proportionell mot membranets yta och att densiteten (i
g/volymsenhet) ar konstant. Cellen forutsatts ha formen av ett klot (en sfar).

a) Harled att differentialekvationen for W bor ha formen — = kW%’ dar K ar en konstant.

b)Bestam W (1) om W, =10"°g och om massan efter 1 timme ar 1,1° 10 °g (1,331x10 °g) .
c)Antag att cellen borjar dela sig d& massan férdubblats, dvs ar 2 40'69.

Nar startar celldelningen? (Fér ett numeriskt vérde behévs att 32 » 1,26.)
LBsning:

4n 4 . .
a) Cellens massa ar W =pV = p? ", P ardensiteten och I &ar sfarens radie.

3wW 3
Membranets area ar A = 4qur’. Uttryck A i W . A = 4a(( )}/3)2 = 4z(( )3/3W3/3 = le%.

4rtp 4mp

dw
Massans tillvaxthastighet &r proportionell mot membranets area ger: E =k,A = k2k1W;/3 = k\N%.
dw
b) E = ngl3 ar separabel , dock saknar den triviala [6sningen intresse.
-2 dW

Omforma differentialekvationen: W % F =K.

Vi integrerar med avseende paé t: 3W}/3 =kt +C.
Begynnelsevillkoret W(0) =10° ger: 3(10_6)}/3 =C, C=3x07. BW}/3 =kt +3x107°.
Bestam K. Efter 1 timme ar massan 1,13 X0 69.

ALL RO Y2 =k+3202 , k=350,1x072=3x0° , 3W” =303t +3x0°.
Cellens massa vid tiden t ges av W(t)=107°(0,1t +1)°g.
c) Bestam tidpunkten, '[2, da cellens massa &ar fordubblad.
2X10° =10"°(0,1t, +1)* , t,=10(2"- 1)» 10(1,26- 1)=2,6.
Cellens massa ar fordubblad efter 2,6 timmar.
SVAR: b) Cellens massa vid tiden t ges av W(t)=107°(0,1t +1)°g.
c) Cellens massa ar férdubblad efter 2,6 timmar.

9.a. Harled en partikularlésning till det linjara system X ¢=AX + F, d& en fundamentalmatris ges av F .
el j
: : ad -1y — . e
b. Bestam allmanna lésningen till systemet X ¢= &1 0 @X +ccost+,da - E <t< E
e0 o
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Losning:

a. Vi utgar fran den allménna homogena I6sningen, vilken kan skrivas: X = FC, C ar en konstant vektor.
En partikularlésning ansattes som: Xp = FU, dar U ar en tidsberoende vektor.

Insattning i systemet av differentialekvationer ger: F ®JJ +F UC=AFU +F.

Kolonnerna i fundamentalmatrisen F bestar av linjart oberoende I6sningar till det homogena systemet.
Detta innebar att varje kolonn uppfyller det homogena systemet och séledes uppfyller aven
fundamentalmatrisen detsamma, med andra ord galler att F ¢= AF .

Vi erhdller d&: AFU+ FU¢C=AFU+F , FUC=F. Los ut UG

Multiplicera med fundamentalmatrisens invers. Den existerar ty detF 1 0. vi erhaller UC=F F
Integration ger: U = d: “'Fdt. Vi har erhaliit X, =F (‘j: “'Fdt.

b. Vi bestammer forst tva linjart oberoende l6sningar till det homogena systemet och anvander darefter

variation av parametrar, se a., for att bestamma en partikularlésning till det inhomogena systemet.
Den allmé&nna lI6sningen &r summan av allménna homogena l6sningen och en partikularlésning.

-1
el Og

For att erhalla I6sningar till det homogena systemet bestammer vi egenvérdena till matrisen A =

0=det(A- Al)=

‘ = 7\.2 +1, A ==i. Vihar erhdllit komplexa egenviarden och bestammer da en

komplex egenvektor. Bestam en egenvektor till egenvardet A = i.

| 10 10 N
Vi sOker icke-triviala l6sningar till systemet gl iﬂv =0, vilkagesav V= r E’E ig’ y N | R.

0]
En komplex l6sning ar Z = e'tgej;g

Realdel respektive imaginardel av den komplexa l6sningen ger oss tva linjart oberoende losningar.

L. i Oou
Vi omformar den komplexa Iosningen: Z = (COSt +isint)i E%g-'- Iealﬂg
| €

§ost@ sint g
ReZ =% och ImZ =% ar tva linjart oberoende Idsningar till det homogena systemet.
esint g €- COost@
ost sint g

Variation av parametrar innebér att vi behéver en fundamentalmatris F =% . .
esint - costg

&l p TIPR
g B ost sint g
En partikulariosning erhdlles som X =F ccost=dt. Inversen blir F " =% . )
P 2 esint - costg
e0 g
5 &1 ?d \ae.l i_jdt 8e t 5 « agcost - sintIn|costly
Gco = eSint=at = - p =% -
20 o St e- In|cost|@ etsint + cost In|cost|a

ost sint g +g$cost-sintlr1cost|g
esint - costg  etsint + costIn|cost|a

ost sint g +8ecost-sintln|cost|9
esint - costg  etsint + costlIn|cost|g

Den allmanna I6sningen &ar: X =

SVAR: a. Se ovan. b. Den allménna I6sningen ar: X =



