Tentamensskrivning i Matematik 1V, SF1636(5B1210,5B81230).
Torsdagen den 8 januari 2009, kl 1400-1900.
Hjapmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |6sningarna pa ett sddant sétt att berékningar och resonemang &r | 4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.
Betygsgranser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgrénser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.

11 1 ¢ U
1. Berskna dubbelintegralen (‘) i @A dyyadx .
7

L 6sning:
Integranden & svér att integrera med avseende pay.

Déremot gér det bra att integrera med avseende pax.
Vi ritar upp omrédet och kastar om integrationsordningen.

———— e e ———

>
1 X
ix: ®1
Den givnaintegrationsordningen innebér foljande: %’y: ﬁ ® 1
Vi kastar om integrationsordningen.
o ix @ y?
Daerhdles: | .
iy: ®1
Dubbelintegralen blir d&
s . 2
11 1y, U 11y? x, # 1 & N
Oi o ldyydx= i (‘)eAdxydy: (‘)_e_ye></l,'\Jy dy
x=07y=vx b y=01x=0 b y:Oe ux:O
11 1y, U 1 y2 1 1
Of c‘P/ydyydx- oye” - yydy =|ve’ - & - % =- Z4+1==
x=0Ty=vX b y=0 y=0
1

SVAR: Dubbelintegralen blir E

2. Berakna volymen av det omréde som begréansas av paraboloiden Z = 4 - X2 - y2 och xy-planet.

L 6sning:



Volymen erhéllessom V' = (pyixdydz .
v

14Xy 0
Integreraforsti z-led. V = ([mxdydz =@ (Hzydxdy = (d4 x? )dxdy.
Dyl z=0 P Dy

Bestam omradet D Xy - Skarningskurvan mellan paraboloiden och xy-planet & X + y
Integrationsomrédet D, = {(X, V)X +y £ 4} . Infér polara koordinater

V4

2
V = g4- r)rdrdv= 2 yar - r¥)dr = 2n gzr2 :

D r=0

Ao &

70 .
Y=o

SVAR: Den soktavolymen V =81t .

3, 23), S & den slutna yta som begransar halvklotet

3. Beraknaflodesintegralen ()U XNdO , dar vektorfaltet U = (x3, y
S
2 2 2 2 3 L . .
(X,¥,2:x"+y~+Z £R", 23 0f och N & den utériktade enhetsnormalen till ytan S.
L 6sning:
Den sokta flodesintegralen kan beréknas direkt eller &nnu béttre genom att anvanda divergenssatsen.
Villkoren for divergenssatsen & uppfyllda.
Forst beréknas divergensen for vektorféltet.
0 8 o] d d d
divu= EE ><u:—x3+—y3+—z3:3x2 +3y2 +32°.
eax’ ay 920 X ay 0z
Divergenssatsen () >Ndo = (plivudxdydz ger: (>ndo = ®3(X2 + y2 + Zz)dXdde .

S K S K

Har ar K omrédet innanfér den slutnaytan S.
Eftersom omrédet &r ett halvklot passar sfariskt poléra koordinater brafér att beskriva detta.

Omrédet gesdaav K g, —1(r6(p)0£r£R OEBEE @:(p<2n%

Volymselementet gesi sfariskt polara koordinater av rsinodrdd do .
Fldesintegralen blir da (pyU>Ndo = (ﬂﬁr r’sin 0drdode .

S Krog
T
R 2 2n 5 5
e . 3R 6nR
Trippelintegralen kan uppdelasi tre enkelintegraler: (Duxndo = O?>I‘2I’2dl’ Ginodo o = ?X].)QT(: -
s r=0 6=0 ¢=0
67R°

SVAR: Flodesintegralen blir ()u>XNdo =
S

4.1 en befolkningsmodell for ett samhélle antas att hastigheten varmed befolkningsmangden, P(t) , férandras &r beroende av

differensen mellan fédel se- och dddshastigheten.

Fodel sehastigheten & proportionell mot befolkningsmangden medan dodshastigheten & proportionell mot kvadraten pa
befolkningsmingden. Stéll upp ovanstédende modell i form av en differentialekvation. Analysera darefter modellen kvalitativt med
proportionalitetskonstanterna lika med tre och ett i ndmnd ordning.

L&sning:
dP
Den sitamodelen bir: —- = k,P - k,P? da P2 0.

Infér de givna vérdena pa konstanterna K, =3 och K, =1 pry =3P- P’=P(3- P).

Vi bestdmmer férst de stationéra l6sningarna och analyserar dérefter |6sningarnas uppférande for olika startvéarden.
Vi & intresserade av |angtidsbeteendet.



De stationaralésningaragesav: P, =0och P, =3.

i dP
-:-P>3I3 p <0b P(t) & avtagande
Vi erhdller: | 4P
¥0< P<3p p >0pb RAt) ar vaxande.

Dettainnebar att vi erhdller ett stabilt jamviktsiage P = 3.
Efter Iang tid kommer befolkningsméangden att varalika med 3.

d .
SVAR: Den sokta modellen ges av: o =k,P- kzpz,dér P3 0och limP(t) = 3.
® ¥

5. Lés differentialekvationen Y @+ 9y = f(t) ,dar f(f)=9 , 1 £t £2 ochnoll fér dvrigt vidare skall begynnelsevillkoren
y(0)=0 och y§0)= 3 varauppfylida

L&sning:
Laplacetransformera differential ekvationen: s2Y (s)- sy(0)- yq0) +9Y(s) = F(s).
Insdittning av begynnelsevillkoren ger Y(s) = i + F(s)

s+9 $+9
For bestamning av hogerledets Laplacetransform anvander vi dess definition.(Heaviside gar ocksa bra.)

) 2 -S_ a 28
F©) = L{F®)} = ¢ e St = cpe Sar= X&)
0 1 S
-S_ 428
Den sokta lésningens Laplacetransform & Y (S) = 23 + 9(e 2- e %) _ 23 +(e_s _ e_zs)(}- 23 '
s°+9 S(S +9) s+9 s £+9

Atertransformering ger oss vér soktalosning: Y(t) = sin3t +U (t- 1)(1- cos3t- 1))- U(t- 2)(1- cos3(t - 2)).
Har ar U(t - @) Heavisidefunktionen.
SVAR: Den stktaldsningen & y(t) = sin3t +U (t - 1)(1- cos3¢- 1))- U(t- 2)(1- cos3(t - 2)).

N , ® @((5- X-Y)o
6. Bestém allakritiska punkter till systemet ¥ =Y .
eyw ey(-2+x) o
Klassificera de eventuellakritiska punkterna med avseende patyp och stabilitet.

L&sning:
| de kritiska punkterna &r tangentvektorn lika med nollvektorn.

6 _gx(5- x- y)d_f(x v)
e0g ey(-2+x) @ e
Detta har l6sningarna (0,0), (5,0)och (2,3).

For att klassificera dessa punkter anvander vi oss av Jacobimatrisen i den aktuella punkten.
9 f _é-Zx-y -X g

I(xy) € 'y -2+ X8

Vi sétter in de tre kritiska punkterna och erhdller darvid foljande matriser.

(0.0

Vi erhdller f6ljande system

Jacobimatrisen ar lika med

05
A=Y . Egenvérdena &r reella och med olika tecken.
e0 -2¢9
Den kritiska punkten &r en sadel punkt och dérmed instabil.
(5,0

5 -5y
B=% . Egenvérdena &r reella och med olika tecken.
e0 3o
Den kritiska punkten &r en sadelpunkt och darmed instabil.
(2,3

c=B2 "2 wdenz 0= det(C - A) =| 2 "
&3 o0g i tecknar egenvardena: O = ( )= 3

-2 2 2
N =N +20+6=(A+1)" +5.



Egenvérdena & komplexa och lika med )\1 5 =" 1+ i\/g . Den kritiska punkten & en stabil spiral punkt.
Det linjara respektive det icke-linjara systemet uppfor sig pa samma sétt i dessafall.
SVAR: Kritiska punkter: (0,0)och (5,0) & sadelpunkter och instabila, (2,3) & en stabil spiralpunkt.

7.8 L& Y = Y1(X) varaenicke-trivia Iosning till differentialekvationen Y ¢+ P(X)y = 0.
Hérled en partikul arlésning till differentialekvationen Y ¢+ P(X)y =f(X) .
b) Bestam en kontinuerlig I6sning till begynnelsevardesproblemet Y ¢+ P(X)y = 4x , y(0)=3,
i 2, O0£x£1
dér P(X) =1 2 .
%

,Xx>1

L 6sning:
a) Vi ansitter Y = Y1(X)Z(X) och siter ini den inhomogena differential ekvationen.

vitar yf(x)z(x) +y1(x)2&x) + P(X)y1(X)z(x) = f(x). y1(x)2&x) + (yf(x) + P(x)y1(x))z(x) = f(x).
Y = Y1(X) & enlosningtill differentialekvationen Y ¢+ P(X)y = Ovilket leder till att Y1(X)Z&X) =f(X).

09 . Integrera med avseende p& X : Z(X) = W dx +A.
ya(x 1 X)

Den allménna lésningen gesav Y = Y1(X)Zz(X) = yl(x)((r dx +A) = Ay (x) + yl(x)r dx.

Vi f&r z€X) =

o o f 00
n partikularlosning gesav Y py = yl(x)% dx.

b) Differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen och den |6ses med hjalp av integrerande faktor.
Jyer2y=4x , O0£xE£1l

Vi skriver forst om differentialekvationen: § 2 .

-{yd‘r —y=4x , x>1

le™ |, CEx£1
Multiplicera med integrerande faktor, vilken ges av || 1
i— ,X>1
tx2
1ye™ +26*y=4xe™ | 0Ex£1  1(ye?*)¢=4xe’*, 0Ex£1
Vifar | 1 21 1 eller | 1 1 .
T A T

lye®™ = 2xe®*- e® +C;, 0 £x£1
Integrera med avseende pa X: 'I .

1
— =4Inx+C X>1
152 2
Villkoret y(0) =3 ger tillsammans med ekvationen ye?* =2xe?* - e® +C, at C, =4.
ly=2x-1+4€® | OEx£1
Insdttning ger: . Det &terstér att bestamma konstanten C,.

fy%:4lnx+c2 ,X>1

Kontinuerlig 16sning sbktes och kontinuitetsvillkoret ger: 2x - 1+ 4 2 ly=1= X2(4In X+ G)| x=1-

¥\ — -2X
Konstanten blir C, =1+ 4€ ?och den soktalosningen blir 'I,y—2x— 1+4e  ExE1

Ty= X (4Imx+1+4e?) x>1
SVAR: @) Seovan.

1v= - 2X
b) Dmsbktalémingenarliy‘zx'1+4e , EXEL
Ty=x(4Imx+1+4e?) x>1

0°u 1lou 1 a u_
8. Bestam allalosningar p&formen U(F,0) = R(r)Q(0) till differentialekvationen P +FE += iy

i defall dar "r-ekvationen” har |6sningar p&formen CrP , P enreell konstant.
L 6sning:



Vi anvander variabelseparationsmetoden. Sétt: U(r,0) =R(r)Q(0).
Inséttning i differentialekvationen ger: R®&r)Q(0) + % RAr)Q(0) +r—]; R(r)Q%06) =0.

r? | rFRA(r) | rREr) | QWO) _ 0
R(NQ®) RN  R(r) Q6)
rRAr) + rR&n __ Q®Y) _ konstant = A .

RN R(r) Q(6)

Den partiella differential ekvationen dvergar i ett system av ordinara differential ekvationer.
i PREr) + rREr) - AR(r)=0

I

1Q®0)+1Q(6) =0

Vi behandlar detrefallen: A >0 ,A =0 resp A<O0.

A>0,A=p” ulR

1 PREr) + rREr) - u’R(r) =0

|
71Q80)+u"Q(0) =0
Vi bestdmmer forst 16sningar till "r-ekvationen". Sétt: R(r) =rP.

ey 2 p-2 p-1 2.p _ 2 2\,.p — —
Insttningger: rp(p- r* " +rpr” " - ur" =0, (p - u )" =0, p=Hu.

IR(r)=Ar" +Br"

Systemets |6sningar blir: | . .
1Q(0) =C,cosub +D, sinud

u(r,0) =R(r)Q(6) = (A,r* +B,;r'*)(C,cosub +D,sinub).

Multipliceramed

A=0
j FRA(r)+ R&r) =0
toae)=0

Vi loser "r-ekvationen”: (TR&r))¢=0 , rREr)=A, R((r)=é, R(r) =Alnr +B.

Den erhdlInalésningen & g pa onskad form.

A<O0,A=-u’ ul R

1 PREr) + rREr) + u’R(r) =0

|

TQ¥0)- u”Q((0)=0

Vi bestammer férst [6sningar till “r-ekvationen". Satt: R(r) = r”.

Ingtttning ger: 12p(p - Dr” 2 +rpr” t +u’rP =0, (p° +u’)r" =0, p= 4iu .

Ger inget bidrag till I6sningarna, ty |2 skall var reellt.

SVAR: De stktalosningarnaar paformen U(r,0) =R(r)Q(0) = (A,r" +B,r'*)(C,cosud +D,sinub).
Aven linjarkombinationer av dessa l6sningar &r |6sning till den givna differential ekvationen.

9. Kreatinin & en restprodukt vid &mnesomséttningen i muskelvavnader. Kroppen gor sig av med produkten genom utsdndring i
urinen. Redan vid en liten nedséttning av njurfunktionen hgjs halten av kreatinin patologiskt. Man planerar att gora forsok med hundar
pavilkaman tanker injicera en storre dos kreatinin. Dosen véljs sd stor att vavnadernas nyproduktion av &mnet kan forsummas jamfort
med den injicerade dosen. For att faen bild av hur utstndringen beror av njurfunktionen tanker man sig nu, att blod och
muskelvavnader &r tva karl, mellan vilka kreatininet kan diffundera. Fran blodet diffunderar amnet dessutom ut i urinen via njurarna
med en hastighet som &r proportionell mot koncentrationen av kreatinin i blodet. Antag att diffusionshastigheten &r proportionell mot

skillnaden i koncentrationen av kreatininet i respektive karl. L& C, (t) och C,,(t) varakoncentrationernai blod respektive muskler

som funktioner av tiden samt 1& K och | vara diffusionskoefficienterna mellan blod/muskler respektive blod/urin.
Stall upp motsvarande matematiska modell.

5

Visaatt denna har 16sningen gmg= Ay e +Av,e dar A, A, V,, V,, A ochh, aredla
b

Ange ocksi A, och A, som funktioner av K och | samt visaatt de & olika och negativa.



L 6sning:

ic¢=K(c,- c,)

Vi erhdller f6ljande matematiska modell: |

ic¢=-k(G - c,)- I,

Vi skriver om systemet pa matrisform: —Eg m0 EE OémO.
dtec,o ek -Kk-lgeg @

Vi bestdmmer matrisens egenvarden.

?k K ¢
Dessaerhdlles ur ekvationenO = det(A - Al),dar A =% .
ek -k-lg
0= ‘_k-}\ =0+ (2k+DA+ K = (0 +k+ ) (I)2
k- 1= 2"

|
12:'k'_+ K +(- )2

Vi har erhdllit tva reellaoch skllda egenvarden. D& kan tva reella egenvektorer erhéllas.
Dettainnebér att |6sningen har den stkta formen.
Det dterstdr att visa att bagge egenvardena & negativa.

Fallet A, = -k - 12 + /kz +(—|2)2é‘\rklarta"lligttriangelolikheten, A =-k- |2+1 k2+(|2)2 £-k- |2+ k+|2:

med likhet endast om K=1=0

Fallet A, = - K- |§ sz +(—|2)2 & trivialklart.

ic¢=k(c,- c,)

SVAR: Den matematiska modellen & {

19= -k, cy)- 16,

Egenvérdena & A, = -K- 12 + ’kz +(_|2)2,



