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Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematik 1V,
SF1636(5B1210,5B1230).
Tisdagen den 18 augusti 2009, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form. Varje uppgift ger maximalt 4 poang.
Betygsgranser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgranser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.

1. Berdkna tréghetsmomentet med avseende pa Z -axeln for omradet

={(X, y): LEX+Yy* £4,y3x30 } , dvs berakna dubbelintegralen (‘ﬂxz + y*)dxdy.
D
LB&sning:
Infor polara koordinater.
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SVAR: Troghetsmomentet | = ij +y*)dxdy = — TS
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2. Berakna Irlg(])_ﬁ (\;/De dxdydz , dar V = {(x, y,2): X +y +z°Er }

Ledning: Uppskatta integranden.
LBsning:
lomrddet V artex -r EXEr ,-r£YyEr ,-r£z£r ochsdledes -3r EX+y+z£3r.

3 3 3
Vi far ig (R dxdydz£i3 (1) dxdydz£—13 e’ dxdydz .
v v -
Integranderna i ytterleden ar konstanter med avseende pa integrationen.
Da blir integralerna i ytterleden respektive konstant ganger klotets volym.
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Eftersom ytterleden har gransvardena —p far det sokta gransvardet samma varde.

reor

. 1 N\ \ X+ +Z3 4
svar: lim= cpe™” ’dxdydz:?p .
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3. Bestam konstanten a s& att vektorfaltet
g a 2y 0
F=x 21 2
el+2x+y" 1+2x+y°9@
far en potential U samt berékna denna.

Ange darefter vardet pa linjeintegralen 6: xdr med det beraknade vardet pa konstanten a, dar C ar
c

kurvan Y= X* - X fran (0,0) till (2,2).

LBsning:

Betrakta ett omrade dar singulara punkter saknas. Vi betraktar det 6vre halvplanet.

For att erhalla en potential U skall foljande villkor vara uppfyllt:

il _a goal g
ayT1+2x+y2% axT1+2x+y2%
Detta ger:
- azy . -2%y
(1+2x+y")"  (L+2x+y?)’
Det geross att a= 2.

For en potential U galler att du =F»dr , dvs
dU =Ugdx +Ugy = F>dr

Vi far i vart fall foljande system av partiella differentialekvationer.

Tge_ 2 - 2
Ug=————— b U(x,y) =Inl+2x +y? +
i = Toonay P YO =i+ 2x+y+aly)
i R

b2y _ 2%
Up=——— Ug=—=2>—+

i y 1+2x +y? f 1+2x +y? g%y)

Identifiering ger gky)=0, gy)=C
Den sokta potentialen ar U(X,y) = Idl +2X+ y2| +C.
Vid beréakning av linjeintegralen utnyttjar vi potentialen.

OF xdr = U =U(2,2)- U(0.0)=1In9- In1=1In9 =2In3
C C

SVAR: Konstanten a = 2. Potentialen ar U(X,y) = In|1 +2x+ y2| +C. Linjeintegralen ar (JF >dr =2In3.
c

4. Funktionen X(t) uppfyller X¢=X(2- X)(4- X), X(0) =X, .

Undersok om gransvardet Iign X(t) existerar samt berakna detta for varje initialvarde X, .
@¥

LGsning:

Vi bestammer forst de kritiska punkterna. Dar ar derivatan lika med noll.
De stationara(kritiska) punkterna ar X1 =0, Xo =2 och X3=4.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande funktionens utseende.
X>4: x¢>0 P X vaxer.
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2<Xx<4: x¢<0 P X avtar.

0<x<2 x¢>0 P X vaxer.

X<0: x¢<0 P X avtar.

Gransvardet existerar for varje initialvarde X, mellan O och 4.

Vi erhaller foljande gransvarden:
0<X, <4 limx(t)=2, X, =4 limx(t)=4 och Xg=0: limx(t)=0.
t®¥ ®* t® ¥

SVAR: Gréinsv_ardet existerar enligt _féljande: )
0<Xy, <4 limx(t)=2, x, =4 limx(t)=4 och xg =0 limx(t)=0.
t® ¥ ®¥ t® ¥

5. L&t T vara temperaturen hos en kaka och To vara rummets temperatur. Antag att Newtons avsvalningslag
galler dvs att avsvalningshastigheten &ar proportionell mot temperaturdifferensen, T - To- Rumstemperaturen

ar 20°C och kakan tas ut fran en ugn med temperaturen 220°C. Efter 5 minuter ar kakans temperatur 120°C.
Bestadm kakans temperatur efter 20 minuter.

L&sning:
. . dr . . "
Enligt Newtons avsvalningslag galler: o =K(T - T,) vilken har lésningen T- T, =Ce" .

Bestam integrationskonstanten C samt proportionalitetskonstanten K.

1 T(0)=220p 220- 20=c  1C6=200 © 2042006 ™ — 20+ 200(2) |

1 i = + e = +

') =120p 120- 20=ce s =10 1 1)1 @)
1° T 200 2 5 2

0 2
Efter 20 minuter ar temperaturen T(20) = 20+ 200(2) 5 = 20 +?5 =325.

SVAR: Kakans temperatur ar efter 20 minuter 32.5 °C.

t

6. Bestam en funktion f som satisfierar ekvationen f(t) =cos3t + g "f(t- T)dr.
0

Losning:

1 s s+1 s+1
+ — O . = =
Z+9 S_'_:I-F(S).Losut F(s): F(s) Z+9 s 2419

. . S 1 3
Omforma fére &tertransformation: F(S) = = +-= .
s+9 35 +9

1.
Atertransformera: f(t) =cos3t +§sm3t.

Laplacetransformera ekvationen: F(S) =

1.
SVAR: Den sokta funktionen ges av f(t) =cos3t +§S|n3'[ :

7. Definiera begreppet fundamental I6sningsmangd. Bestam en fundamental 16sningsmangd till
differentialekvationen Y @+ 3y¢+ 2y = 0. Bestam &dven allmanna l6sningen till differentialekvationen

y @+ 3y¢+ 2y =

1+

LB&sning:

En fundamental 16sningsmangd till en linjar differentialekvation av ordning n bestar av n linjart oberoende
I6sningar till differentialekvationen.

Den karakteristiska ekvationen till Y@+ 3y¢+2y =0 ar 2 +3r+2=0 , (r+D(r+2)=0.
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. - X . -2X . -
Rotterna ar I = - 1 och fo=- 2. Losningar ar € ~ respektive € . Vi visar att de ar linjart oberoende

X e'ZX): e-X e-zx :_e'3X 1 0
’ e X 2e XX '

genom att visa att Wronskianen ar skilt fran noll. W(e'

En fundamental I16sningsméngd &r { e X, e'zx} .

1
Nu &ver till den allménna I6sningen till den inhomogena differentialekvationen Yy @+ 3y¢+ 2y = 1168
+e
Den allménna l6sningen ges av allménna homogena Idsningen plus en partikularlésning.
Har utnyttjar vi att en fundamental I16sningsmangd ar bestamd.

- X e—2x

Allmanna homogena l8sningen spanns upp avy € } . Vihar Yp = Ae’ X

+Be 2%,

For att bestdmma en partikulérlésning anvéander vi variation av parameter.
- X - 2X
Ansatt Y, = u(x)e ~ +v(x)e .

O "

e e gy & - O

Metoden variation av parameter ger oss foljande system: 9 ] = 1 =
e_

e -2e¥gev®
€1

Vi loéser systemet med hjalp av Cramer”s regel.

7 ut= S2x|=——

: -e 1+¢€* -2e° 1+¢e*

i

! _eg X[-e% 1+ 1+e8 & 1+€p
u=In(1+e")

|
Integrera map x: |
|

V=- (ex - In(1+ex))'

Partikulariosningen blir Y = € *In(1+€")- (ex - In(1+€* ))e'zx.

Den allmanna I6sningen ar Y = Ae” X + Be 2X +¢e % In(1+¢e)- (ex - In(1+€* ))e_zx,
vilket efter forenkling blir y = Ce” X +Be™ 2 + (e X + e 2X)In(1+€¥).

SVAR: En fundamental |I6sningsmangd till en linjar differentialekvation av ordning n bestar av n linjart

. I . . . y . -X  _-2X
oberoende l6sningar till differentialekvationen. En fundamental I6sningsmangd ar { e, e .

Den allménna Iosningen y = Ce” X + Be” 2X 4 (eX+e 2X)|I‘l(:|.+ e).

A
8. Skriv X+ X =

&y~
Bestam systemets kritiska punkter och avgoér deras karaktéar, dvs stabilitet/instabilitet och typ.
LOsning:

Infér en ny variabel Y genom Y = X (.

3(X¢)28X¢- x* som ett plant autonomt system.

pxe=y

Den givna differentialekvationen évergar da i systemet |

[y o= x@=- X+Z% - 3y22y- X
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e y o]
Skrivet p& matrisform: eg( g
ey X+ \— - 3y® gy x

| de kritiska punkterna ar tangentvektorn lika med nollvektorn.
& y

&
Vi far da g = ?;ﬂ. Vi erhaller foljande kritiska punkter (0, 0) och (-1,0).
e

x+?§'- 3y® zy- xz;

Vi studerar nu det Ilnjarlserade systemet.
Forst berdknas Jacobimatrisen och satter darefter in respektive stationara(kritiska) punkt.

e 0 1 1 4
Jacobimatrisen blir ¢_ 4 _ = oy2T
&1-2x > S
a0 1
Den kritiska punkten (O, 0) ger féljande matris (} 1 1-7.
e 20
0-A 1 4
Egenvardena fas ur 0= -1 1_)\‘:k -})\+1 (k-—) +:I'—5 L:%_
> 2 16’ 4

Komplexa egenvarden med positiv realdel innebar att den kritiska punkten &r en instabil spiralpunkt.
Detsamma géller dven for det icke-linjara systemet.

® 1g
Den kritiska punkten (-1, 0) ger foljande matris 91 1——.
20
0-A 1
17 1+/17
Egenvardena fas ur 0=| 4 1_)\:7\. -—)\. 1= (?\.-—) - — 7\:—‘/_.
> 2 16 4

Reella egenvarden med olika tecken innebér att den kritiska punkten &r en sadelpunkt och darmed instabil.
Detsamma géller &ven for det icke-linjara systemet.

SVAR: (0,0) ar en instabil spiralpunkt. (-1,0) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

9.a) Visa att {sin nx} , =1, 2, 3, ... utgdér en mangd av ortogonala funktioner pa intervallet [O,Tc].

9.b) Skriv funktionen f(X) = sin®X pa intervallet [0,7t] som en linjarkombination av lampliga ortogonala
funktioner ovan.

9.c) Antag att funktionen f(X) = XX +1 , 0 <X <3 ar utvecklad i féljande tre serier: en Fourierserie, en
cosinusserie och en sinusserie. Ange det varde mot vilket respektive serie konvergerar mot for X = 0.
LOsning:

a) Vi visar att den inre produkten mellan tva godtyckliga funktioner i den givna mangden &ar lika med noll pa

det givna intervallet.
T T

. . .. : 1,
{sinnx, sinmx} = ¢ginnxsinmxdx = —chos(nx- mx) - cos(nx +mx))dx ={n* m} =
0 0
sin(n- m)x sin(n+m)x|”*
2 n-m n+m o
b) Har galler det att beskriva f(X) =Sin°X med hjalp av den givna funktionsféljden.
¥

. 3 [] . L . )
En vag att gora detta ar att ansatta SIN" X = @ a,SINNX, multiplicera med SINMX och integrera 6ver
n=1

=0.

intervallet [0,7t] .
En betydligt kortare vag &r att utnyttja formeln SIN3X = 3sinX - 4sin®x.
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. 3 3. 1.
Den sokta linjarkombinationen blir: SIN” X = ZSlnX - ZSII’]3X.
f(0+) +f(0-)

c) Respektive serie kommer att konvergera mot

2
0%+1+3%+1 11
| fallet med Fourierserien blir detta: T = E .
0%+1+0% +1
| fallet med cosinusserien blir detta: T =1
_ _ _ 0% +1- (0? +1)
| fallet med sinusserien blir detta: 5 =0.

. 3 3. 1. 11
SVAR: a) Se ovan. b) SIN" X :Zsmx - ZSH‘BX. c) E 1 respektive O.

Nedan foljer plottar pa de tre fallen.
[ S —— ‘cosinusshe

Ly

‘sinussere

104

5




