Tentamensskrivning i Matematik |V, SF1636(5B1210,5B1230).
Tisdagen den 12 januari 2010, kI 1400-1900.
Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges paredll form. Varje uppgift ger maximalt 4 poang.
Betygsgranser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgrénser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.

1. Berskna (/4 + 4y7 +1dxdy ,dar D, ={ (x,y) : ¢ +y*£4,x3 0, y30}.
Dy

L &sning:
Infor poldra koordinater:

21 (2
WV 4x% + 4y +1dxdy = Gg)/4r > + Irdrdv= T (4 +1);'/2lAJ
a a 2612 0.
SVAR: (/4x” + 4y" +1dxdy =%{(17\/1_7 -1).
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. Bergknalinjeintegralen (Y X"y + 3 +ye” +3)dx+(x +xe”)dy,
C
dar C & halvcirkelbdgen x° + y2 =1, y3 O frén punkten (1,0) till punkten (-1,0).
L 8sning:

Vi dluter den givna kurvamed en rét linje, L, fran punkten (-1,0) till punkten (1,0).
Déaerhdles en duten kurvai positiv riktning och vektorfaltet & kontinuerligt.

Vi anvander Green’s formel och éverfor linjeintegralen till en dubbelintegral

Over det inneslutna omradet, D.

3 N 3 -
N 2 y Xy Xy — \\!- d Xy d 2 y Xy U

Xy+—+ye” +3)dx+(x+xe”)dy=qgy—(x+xe”)- —(Xy+=—+ye” + 3)ydxd

CEC)L(yBy )aX + ( )chulaX( )ay(yBy )%y
1

dx2y+§+yexy+3)dx+(x +xe”)dy+ (pdx= gLl- X°- ¥ }dxdy
C x=-1 D
Vi infér polérakoordinater i dubbelintegralen.
dx2y+§ +ye¥ +3)dx + (x +xe”)dy = -6 + gf1- r’}rdrdv
C DfV
Gransernaarr: O® 1 ,v: O® m.
A Y e Y v = 1 1 T

y+=—+ye” +3)dx+(x +xe”)dy=-6+n(=- =) =-6+
c 3 2 4 4
SVAR: Den sikta linjeintegralen blir - 6+%

¥ i t u
3. Bestém den generdliseradeintegralen )i Cpos2uX(t - u)? e duydt .
t=0l u=0
L 6sning:
¥ i t U
Integralen kan omformastill foljande dubbelintegral: ()i &> ¢pos2ux(t - u)zdugdt.
t:OT u=0

Den inreintegralen &r en faltningsintegral.

Den soktaintegralen &r Laplacetransformen for faltningen med s = 3 insatt.
¥ t

u s 2
Afe ™ fposiXt- u)’duydt = L{cosa} x{t?} = oy
Oie” fposaint-u) ! {eosz} {t*} = =77 5

Insdttning av S = 3 ger den soktaintegralen.
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Of (ros2uxt- u)”xe du%dt:
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SVAR: Dubbelintegralen &r likamed —.
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4.1 en populationsmodell & den relativatillvaxthastigheten , som funktion av antalet djur, P(t), ett
forstagradspolynom , ndmligen en konstant, a, minus antalet djur ganger en annan
1 dP(T
dPM) _,. bP(t) .
P(t) dt
Dennamodell justeras genom att ett konstant antal djur per tidsenhet, h, avlagsnas.

( ) _

Den justerade matematiska modellen blir = (a- bP(t))P(t) - h.

konstant, b. Konstanterna &r positiva. Da erhdlles ——

Lat konstanterna darefter varas, 1 respektlve 4
Studera langtidsbeteendet av P(t) for olika startvarden pa populationen.
Sétt in de givna konstanternai differential ekvationen.

Déerhélles%) =(5- P)P- 4=-P* +5P- 4= (P- 1)(4- P).

Vi bestdmmer forst kritiska punkter och studerar dérefter derivatans tecken.
| de kritiska punkterna &r derivatan lika med noll.

Vi erhdller tvakritiskapunkter P=1, P =4.

Nu dver till studie av derivatans tecken.

1 4
< i > —< >
il%>1 PO® 4 ,t® ¥
Vi fér foljande population efter 18ng tid med startpopulationen R : R =1 : Pt)® 1 ,t® ¥ .
fp<1 PH)® 0 ,t® ¥
I[F% >1. PO)® 4 ,t® ¥
SVAR: iR =1:Pt)® 1 ,t® ¥ .
{Pp <1 PO)® 0O ,t® ¥

5.L& Y, (X) =5%%, Y,(X) = 3x+ 4X°, y,(x) =x"+ 7x°, y,(x) =2x +xZoch
y5(x) = 2x +3x* +5x° varalosni ngar till en homogen linj&r tredje ordningens differentialekvation.
Bestam den entydiga |6sning som uppfyller villkoren y(1) =2, y@) =3 och y@1) =4.

L 6sning:
Det behovs tre linjart oberoende |6sningar for att bestdmma den allménna lésningen till en homogen
linjar tredje ordningens differentialekvation. Bland de givna ldsningarna véjer vi en 1amplig linjarkombination.

Tag y=ax + bx? + o till allmén [6sning. Konstanterna bestémmes med hjdp av de givnavillkoren.
Forsta- och andraderivatan behévs. y¢=a + 2bx + 3cx°, y#= 2b + 6¢x.

_}2 =y() =a+b+c
Inséttning ger { 3=y&) =a+2b+3c.

{a=yan = 20+6c

Totalmatrisen skrives upp och elementéra radoperationer ger oss |dsningen.
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Vihar a=2, b=-1, c =1. Dettager oss den soktalssningen y = 2x - X° + X°
SVAR: Differentialekvationenslosning & y = 2x - x° + X°.

6. Bestam y(5) c yt) + O€"y(t- U)du =d(t- 3) ,t3 D och y(0) =1.

L 6sning:
Laplacetransformera:

1
sY(s)- y(0) + -~ Y(s)=e®
Inséttning av villkoret ger:
1 s
sY(s) + S_ZY(S) =1+¢*
L&s ut den obekanta funktionens Laplacetransform
s- 2 s-2 < 1 1
Y(s) == *t3 e® = : 2
s°-2s+1 s -2s+1 s-1 (s-)
Atertransformering ger:
y(t) = € - te +U(t- 3)f{e"*- (t- 3"}
Det sokta funktionsvérdet blir
y(5)=¢€- 56 +U(5- 3{e”° - (5- 3 °} =-4e°- ¢’

1 1 0
s-1 (s-1)2%

+]
|

SVAR: Det sikta funktionsvérdet blir y(5) = - 4¢€ - €°.

7. Bestam vardet p& X sdatt y(X) = 4,da (X - 2)y¢+y =2x och y(0) =3.

L8sning:
Vi bestémmer forst den allménnalésningen och dérefter den 16sning som uppfyller villkoret y(0) =3.

Hér noteras &en losningens existensintervall.

Den givna differentialekvationen &r linj&r av forsta ordningen.

Ekvationen kan skrivas pa normalformal och en integrerande faktor kan bestammas.
Observera dock att vanstraledet & en derivata.

Vif&r ((x- 2)y)¢=2x . Integration med avseende pd x ger: (x- 2)y =x"+C
Integrationskonstanten bestammes: y(0) =3 ger (0- 2)3=C, C=-6.

X°- 6
x-2

Den 16sning som uppfyller differential ekvationen och begynnelsevillkoret & y =

Har & X 1 2 ochlésningensexistensintervall & { X : x <2}.
Vi bestdmmer nu X sdatt y(x) = 4.
X?-6
X- 2
Kvadratkomplettera: (X - 2)° =2 ,x=2+J2.
Hér & endast ett X-vérde aktuellt.
Det X-vérde som ligger i |6sningens existensintervall & X =2 - \/_2

, X*- 6- 4x+8=0 ,x°- 4x+2=0

SVAR: Det entydiga vérdet pA X gesav X =2 - J2.

8. Bestam de l6sningar till differentialekvationen y@+ Ay =0, A & storre &n noll, som uppfyller



randvillkoren y(0)=0 och y&L)= 0. Visaatt de erhélinafunktionerna & ortogonala p& intervalet [ O,L].
L 6sning:

A & storre an noll gor att vi kan sitta A, = u” dar wi R.

Inséttning i differentialekvationen ger y¢+ uzy = 0. De karakteristiskarétternadr r = xiu .

Losningarna & paformen y = Acosux + Bsinux.

Vi utnyttjar de givnarandvillkoren. D& behdvs &ven y¢= - nAsin ux + uB cosux.

Randvillkoren ger oss féljande system: |y(0) 0=A
9 Jandesy I y€L)=0=-uAsinuL + uBcosuL
o . . . (2n- L
Icke-trivialalosningarnaerhdllesdd cosuL. = 0 , dvsda uL = —2 ,n=12,... .
Deicke-trivialalosningarnaar pAformen y = B, sin (2n2L1)ﬂX ,h=12,.....
Nu visar vi ortogonaliteten.
g -1
Vi visar att inre produkten Osm(zn Lyx (2m )ﬂxdx =0 ,nt
o 2L 2L
) + ) .
Vi omformar vanstra ledet. VL —E'ql SM(- COS(2n 2m Z)TXudX
2, 2L 2L
L
- 2L . (2n- 2m- 2
Integration ger: VL = 1' - 2L Sn(zn 2m)x + Sln( yiX =0
(2n- 2m)p 2L (2n- 2m- 2)p 2L 0
Vi harerhalllt(pm(m DJTX ' (2m- 1)m(dx =0 ,nt m.
o 2L 2L
SVAR: Deicke-trivialal6sningarna & paformen y = B sin (2n2L1)orX =1,2,.....

. =t , CEXEp, t31

9. B&stamenlosnmgtlllproblemet|U(Ot) u(p,t)=0 ,t31
fu(x) =4sin®x , CEx£p .

L &sning:

D& 4sin®x = 3sinx - sinX enligt BETA , kan problemet skrivas
‘,I.uxx=tut , ExEp,t31l (1)
fu(0,t)=u(p,t)=0 ,t3 1 (2)

*u(x,]) =3sinx- sin3x , CEXEp ( 3)
Vi anvander separation av variabler och sétter u(x,t) = X(x)T(t) .

(1) ger XE =tXT (oc X(E: tT¢— - A ,da A & enkonstant.

Man f& dels X8+ AX =0 ,X(0) = X(p) = 0 och dels tT¢= - AT dvs T¢+%T =0.

Problemet for X har I6sningarna X =sinnx ,n=1, 2, 3, for A =n°.
2

n
For T fasdaekvationen TC¢+ TT 0, som har integrerande faktor e

nint _ ,n?
=t

Man far tn2T¢+ nztnz'lT =0 och E(t ”ZT) =0.
dt

Integrationger t" T=Coch T=Ct ™, dar C & en kongtant.



Hérav foljer att U, = Aht'nz snnx ,n=1, 2, 3,....uppfyller (1) och(2). Har & A, konstanter.
o g  sinnx .

Genom linearitet foljer att U= @ A, ——— ocksauppfyller (1) och(2).

t

n=1

¥
Villkoret (3) ger u(x,]) =Q A,Sinnx = 3sinx- sin3x , vilket & uppfylltom A =3, A =-1
n=1
inX SiN3X
ochalladvriga A = 0. Hérav foljer u(x,t)= SST - Stg .

sinx sin3x
SVAR: U(X,t) = 3T g




