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Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematik 1V,
SF1636(5B1210,5B1230).
Tisdagen den 17 augusti 2010, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form. Varje uppgift ger maximalt 4 poang.
Betygsgranser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgranser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.
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1. Berakna dubbelintegralen (yF=—=dxdy darD,, ={(X,y):4£X" +y" £9, - yEXEY}.
Dy ’XZ + y2 Xy { }

L6sning:
] X=r cosd
Vi infér polara koordinater | dxdy=rdrd6 .
[y=rsino
sdet D ivs i pols nater: D, =1 (r,0):2 Er £3, £e£3”“
Omrédet Xy beskrivs i polara koordinater: D g = {( 0):2E£r - %
3n
| oy LS N g U
Insattning ger: (Dz—dxdy= @ ——rdrdo = ol O sinodr ydo
nyVX +y2 Dro r gt I r=2 g

sl

F-22 n 5 5
dxdy=——-2 —==42
CD\/=y2 Xay= > COS4 \/E >
5/2

. Y
SVAR: Dubbelintegralen (== dxdy=
2
ny,/x + V 2

2. Berékna flodet av vektorfaltet F = (X3, y3, 23) ut ur kroppen som definieras av

olikheterna X° +y° + Z° £ 4 och Z3 \/XZ +y .

LBsning:
Flodet ut ur kroppen, K, ges av flédesintegralen 6éver begransningsytan, S.

Flodet F = C‘!‘jzxﬁdo . dar N ar den utdtriktade enhetsnormalen till ytan S.

Vi anvander divergenssatsen och har d& sambandet F = (gf xndo = QuuylivF dxdydz.
s
Vi beraknar divergensen av vektorfaltet F = (x°, y°, z%

d d d
och den ges av divF =—Xx* + —y°* +— 2 =3x® + 3y* + 37°.
ax oy’ oz

Flsde F = (Y xndo = GR(X° + y* + 2°)dxdydz
S K

A
Vi beskriver kroppen K med sfariskt polara koordinater.

! m {
= . — < .
Ko ={(0.9):0E1£2, 086 £, 0£¢ 2y

Flodet F = Gpgy3r°r “sinodrdode

KrB(p

_ 2° 2 @m  ,5_96p
F —3><27c><€><é- COSZ +1g—?(2- \/E)
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SVAR Utflodet ar F = 9_2[)(2 - \/E) )

3. Berakna linjeintegralen ()POX + xdy , dar C ges av {(X, V): X +YER,y30, X:R® - R}.
c

Bestdm aven linjeintegralens minsta varde.

LBsning:

Vi sluter den givna kurva med en rat linje, L, fran punkten (-R,0) till punkten (R,0).

D& erhalles en sluten kurva i positiv riktning och vektorfaltet ar kontinuerligt.

Vi anvander Green”s formel och 6verfor linjeintegralen till en dubbelintegral

over det inneslutna omradet, D.

N

\ W d 9 U
dx + xdy = gy — (X) - — (p)ydxdy
& T oy
R
Opdx + xdy+ (pdx = (gyixdy
C x=- R D

Dubbelintegralen ges av det inneslutna omradets area, dvs halvcirkelns area.

R PR _p
dx + xdy = - p2R+— == (R’ - 4R
E}JX Xay P 5 2( )

For att erhalla linjeintegralens minsta varde kvadratkompletterar vi uttrycket ovan.

Opdx + xdy = p{(R- 2)% - 4)}

2
&\ o)
Det minsta vardet erhélles for R=2 och vi far ¢pdx+ xdy= =-2p.
g
C min

SVAR: Den sokta linjeintegralen blir %(Rz - 4R) och dess minsta varde - 2P .

4. Bestam den 16sning till differentialekvationen XyC¢+y = yzﬁ som uppfyller villkoret Y(1) =1.
Ange darefter |6sningens existensintervall.

LB&sning:

Vi har en differentialekvation av Bernoulli typ.

Den triviala lI6sningen, Y© O, &r ej av intresse i detta fall.

Omforma differentialekvationen genom att multiplicera med y'z.

D& erhalles: Xy “y¢+y ' = Jx.

satt: z=y" , z¢=-y ’yt.

Insattning i differentialekvationen ger - XZ¢+ z = \/;( , X2¢ z=- &

Vi har fatt en linjar differentialekvation och denna |6ses med hjalp av en integrerande faktor.

Forst skriver vi om differentialekvationen p& standardform: z¢- —z = - T .
X X

C‘)}dx - Inx 1
Multiplicera med en integrerande faktor, € * =@ =—.
X
1.1 1 dad 5_ 3
20 5725 —= , — 2= X2
X X XJXx ' dx€x 9@

1
Z - -

Integrera med avseende pd X: — =2X 2+C , z=2Jx +Cx .
X



KTH Matematik

Men z= Y™ ger: Yy =2Jx +Cx .
Det givna villkoret ger: 1=2+C , C=-1.

1
Den sokta l6sningen ar Yy = ——=— .
2% - x

Losningens existensintervall skall uppfylla foljande villkor :
x>0 och 2JX - X =JX(2- JXx) 1 O samt innehalla X =1.
Detta ger oss intervallet {X 0<x< 4} .

1
SVAR: Differentialekvationens |6sning ar y = T och dess existensintervall ar {X 0<x< 4} .
X- X

5. Da en produkt tas ut ur en ugn har den temperaturen 700°C (Celsius). Den svalnar darefter med
en avsvalningstakt som &ar proportionell mot skillnaden i temperatur mellan produkten sjalv och det
omgivande rummet. En konsult har hyrts in for att utreda denna avsvalningsprocess.
Konsulten foreslar tva olika matematiska modeller.
L&t T(t) vara produktens temperatur vid tiden t.
T- 40 dr T- 30

Modelll: — = - . Modell 2: — = ——.

dt 3 dt 3

Avgor vilken modell som kan vara lamplig och bestam dess |6sning.

Vad ar produktens temperatur efter lang tid ?

LBsning:

Eftersom det &ar en avsvalningsprocess ar det endast modelll som &r rimlig, ty i modell 2 kommer
temperaturen att véxa obegransat. Derivatan anger temperaturens forandringshastighet.
Differentialekvationerna ar linjara av forsta ordningen.

L6sningen fas som allman homogen losning plus en partikular 16sning.

Modell 1:

1
T(t)=Ae *+40
vidt =0 ar T =700. Detta ger A= 660.
t

vi far T(t) =660e 3 +40. Efter Iang tid blir produktens temperatur 40 "C.
t

SVAR: Endast modell 1 ar rimlig. Modell 1: T(t) =660e 2 +40.
Produktens temperatur blir 40 "C.

6. Bestam den Iosning till differentialekvationen Y&+ 4y¢+13y = 95 (t- 5) som uppfyller
villkoren Y(0) =4 och y€0) =1. Har ar d(t- 5) Diracs deltafunktion. Bestam aven Y(p).

LGsning:
Vi Laplacetransformerar differentialekvationen.
s?Y(s) - sy(0) - y40) +4(sY(s) - y(0)) +13Y(s) =9 **.
Insattning av begynnelsevillkoren ger: (S° +4s +13)Y(s) - 4s- 1+ 4(- 4) =9 ™.
Los ut Y(S):
_ 4s+17 9>  4(s+2)+3% 9e *
Y(e) == + = 2 + 7
S°+4s+13 s +4s+13 (s+2)°+9 (s+2)°+9
Atertransformera: Y(t) = 4e * cos3t +3e #sin3t +U(t- 5)x3e "2 sin3(t- 5). y(p)=-4e *.
SVAR: Differentialekvationens I6sning ar Y(t) = 4e * cos3t +3e *sin3t + 3U(t- 5)x¢ " sin3(t- 5).
Det sokta funktionsvardet ar y(p) = - 4e">°.

7.a) L&t A vara en reell matris.
Betrakta det homogena systemet av linjara differentialekvationer X¢= A X.
En 16sning till detta system ges av Z = X; +1 X,, dar X, och X, &r reell- och vektorvérda funktioner.

Visa att aven X; och X, uppfyller systemet.
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-4
b) Bestam allmanna I6sningen till systemet X ¢= Ei 3ﬂX )

c) Vad hander efter lang tid med en partikel som placeras i punkten (3,4) ?

LBsning:

a) Vivetatt Z = X, +i X, satisfierar systemet X¢=AX.
Insattning ger (X, +1 X,)¢=A(X,+i X,).

vi far: Xg+i Xg=AX, +i AX,.

iRe: Xg=AX,
Realdelen respektive imaginardelen &r: | .
TIm: X¢g=AX,
- 40
b) Vi bestammer forst egenvardena till matrisen A =% .
e5 -3¢
1- A -4 ) )
Dessa erhalles ur ekvationen 0 = det(A - Al) = 5 3.3 =\ +20+17=(A\ +1) +16.
Egenvardena ar A =- 1+ 4i . _
Vi bestammer en egenvektor till egenvardet A =- 1+ 4i.
@ -4 g |
Denna fas ur ekvationen 0= (A - Al)v =% V med A =- 1+4i insatt.
e5 -3-)\g
-4 -4 5 2 5
Viféri? .V =0. En 16snin .éirV:iE .
& 5 -2-4dig J él- 2ig

En komplex 16sning ar Z = e('“‘“)‘g_ ZiZ: € '(cosat +isi n4t)(§;+i§ ZZ)
Z= e“iéocosAt- € Oginaty +ie t|’§rgosm4t +§Oocos4t'.
1€le e- 20 g 1€le e-20 g
Realdel respektive imaginardel av den komplexa losningen ger tva reella linjart oberoende lésningar.
i L1188 eeO@ o @ 2cos4t 8
.ReZ = X :et’ié cosAt- & _“sindty=e'% .
| ! % elg e 29 [\; ecosit + 2sindtg
i .
; nF-5% eao(-j U e 2sin4t o
limz= X :etféésm4t+\ cosdty =€ '% .
0 z {é1g e-29 g esindt - 2cos4tg

Den allmanna ldsningen ges av en linjarkombination av de tva linjart oberoende ldsningarna.

2cos4t ) 3.2 2sin4t o
ecosdt + 2sindtg

X =cX,+cX, =ce " +ce'y.
AR %€ &inat - 2cosate
eller med hjalp av en fundamentalmatris

_ gEZe‘ ‘cosAt 2e’'sindt 0g® 6
éet (cosdt +2sindt) e '(sindt - 2cos4t)eec,

c) En partikel placerad i punkten (3,4) kommer efter lang tid att hamna i origo,
ty komplexa egenvarden med negativ realdel ger en indtgaende spiral.

SVAR: a) Se ovan .

X = eX. +eX @8 2cosat 6, ot 2sin4t )
b) Den allménna 16sni ar X = =ce % . €'y, :
) ben allménna [osningen ar G TR TG Loosat+2sinate” 2 &sinat - 2cosate

c) Partikeln kommer att hamna i origo.
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jax _ y
I dt
8. Studera systemet | dy o genom att hitta alla kritiska punkter, bestimma deras
" 2
I—=-X-X +\—-3y
I dt @y

typ(nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgdra huruvida de ar stabila eller instabila.

L&sning:

Vi startar med att bestdmma var tangentvektorn ar lika med noll.

Detta ger oss de kritiska(stationéra) punkterna.

Darefter studerar vi de kritiska punkternas karaktar genom att undersdka Taylorutvecklingen kring aktuell
kritisk punkt, med andra ord en linjarisering. Jacobimatrisen blir da ett viktigt redskap.

j0=y }(xy) =(0,0)
Tangentvektorn lika med noll ger: i - , I'(X, y) — (_ 1 0)

jo=-x- X €2’ 3 y f Tv& kritiska punkter.
Jacobimatrisen ges av matrisen &€ 0 1 3

1. oy L. gyt
(\312x29y2j

Insattning av respektive kritisk punkt ger:

(x,y) =(0,0)
a0 1 0
Matrisen A = 9 har komplexa egenvarden med positiv realdel.
e- }/ze
_ - A 1 15
Egenvardena erhalles ur ekvationen O = =)\ = 7\+ 1=(\ - —) +—.
-1 % 16°

1+iJ15

4
Den kritiska punkten (0,0) &r en instabil spiral.

Dessa ar A =

Detsamma galler aven for det icke-linjara systemet.

(X! y) = (' 1!0)
® 1p
9 = har skilda egenvéarden och olika tecken.
&1 Yo

, - A 1 17
Egenvardena erhélles ur ekvationen 0 = =)\2- —7\. 1=(n- —) -—

1 % 16

1+J17

4
Den kritiska punkten (- 1,0) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

Matrisen B =

Dessa ar A =

Detsamma géller dven for det icke-linjara systemet.
SVAR: De kritiska punkterna ar (0,0) och (-1,0).
Den kritiska punkten (0,0) ar en instabil spiral.
Den kritiska punkten (- 1,0) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

9°u  au

9. L&s den partiella differentialekvationen F = E ,0<x<m ,t>0
X

som uppfyller randvillkoren Uu(0,t) =u(r,t)=0, t>0

och begynnelsevillkoret U(X,0) =2sin3x + 7sindx+sin7x , 0 <x <mx.

LB&sning:
Variabelseparation ger oss produktldsningar men vi utnyttjar BETA.
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Den I6sning till differentialekvationen och randvillkoren ges enligt BETA 10.9.Ex2 av

éé -n?t _.
u(x,t)=a c.e sinnx

n=1

¥
[¢} . . . .

Begynnelsevillkoret ger @ C,SINNX =Uu(x,0) =2sin3x+ 7sin4x+sin7x .
n=1

En direkt identifiering ger C; =2, ¢, =7, C, =1 och 6vriga C, =0 .
vi far u(x,t)=2e *'sin3x+7e ¥ sindx +e*'sin7x .
SVAR: U(X,t)=2e "sin3x+7e " sindx +e®'sin7x .



