KTH Matematik

L dsningsfor dag till tentamensskrivning i Matematik 1V, SF1636(5B1210,5B1230).
Tisdagen den 11 januari 2011, kI 1400-1900.

Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang &r |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form. Varje uppgift ger maximalt 4 poang.
Betygsgrénser A: 31-36, B: 27-30, C: 23-26, D: 19-22, E: 15-18, FX: 13-14.
Betygsgrénser 5: 30-36, 4: 23-29, 3: 15-22.
Examinator: Hans Tranberg

1. Berakna volymen av det omréde som begrénsas av paraboloiden z = 4 - x* - y? och xy-planet.
L 6sning:
Volymen erhdlles som V = (gpyixdydz .

\%

|4x yu

Integreraforsti z-led. V = cﬂ-;ixdydz = Gb (fizydxdy = (d4 x? - )dxdy.
Dyl z=0 P
Bestam omrédet D, . Skérni ngskurvan mellan paraboloiden och xy-planet & x* +y° =4.

Integrationsomrédet D,, ={(x y):x" +y* £4} . Infor poléra koordinater.

2
4\
V= “4-r)rdrdv 2nd4r-r)dr—2:ce.2r r_l;I =8r.
Drv r=0 4%:0

SVAR: Den soktavolymen V =8t .

2. Beraknalinjeintegralen ¢pradf »dr , dér f(x,y) =Inr , r=|r| , r =(x,y) och C &

C
den rétalinjen fran punkten (1,0) till punkten (3,4).
L 6sning:
Vi utvecklar gradf »dr =(f,¢ f,¢dxdy) = fex+ fely= df .

Dékan linjeintegralen skrivas ¢gradf >dr = ¢pif = f(3,4) - f(10) = InY3* +4° - Iny1* +0° =In*
C C
SVAR: Linjeintegralen blir | nt.

3. Berdknaflodet av vektorfaltet r =(x,y, z) ut genom sfaren med medelpunkt i origo

och med radien tva
L 6sning:
En I(‘jsni ng &r att tilldmpa divergenssatsen.
d xl—nl do = (ﬂ}ilvr dxdydz = c‘.‘]‘jl+ 1+1)dxdydz = 3x(‘f[‘fjxdydz
V| erhdller tre ganger klotets vonm

4 X2°
d x—do 3%—— =32x.
In| 3

En annan |6sning &r att genomfora berakningen direkt.
Flodet av ett vektorfélt r =(x,y, zZ) genom en yta S ochi riktningen n gesav

flodesintegralen U xl—ldo

En normal till sfaren ges av vektorn r =(x,y, z) och desslangd ar 2.
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2 2 2
Integranden blir et :(x,y,z)x(x’y’z) Xty +Z -
Inl 2 2 2

Pa den aktuellaytan & r = 2 varvid integranden blir konstant lika med tva

Flodesintegralen blir ¢y xl—nl do = (Rdo =2(ylo, vilket & sfarens dubbla area.
S n S S

Vi f&r ¢y ><|—:|d0 = 2 x4 Q7 =32
S
SVAR: Utflodet genom sfaren & 32 .

4.1 en befolkningsmodell for ett samhélle antas att hastigheten varmed befolkningsméngden, P(t),
forandras vara beroende av differensen mellan fodel se- och dédshastigheten.

Fodel sehastigheten ar proportionell mot befolkningsméangden medan dodshastigheten & proportionel|
mot kvadraten pa befolkningsmangden.

Stall upp ovanstaende modell i form av en differentialekvation.

Anaysera darefter modellen kvalitativt med proportionalitetskonstanterna likamed tre och ett i
namnd ordning. Ange dven befolkningsméangden efter 1ang tid.

Ldsning:
Den sbkta modellen blir: %—T =k,P - k,P?, dar P3 0.

Infor de givna vérdena pé konstanterna k, = 3 och k, = 1: (:j—I: =3P- P°=P(3- P).

Vi bestammer forst de stationédra | 6sningarna och analyserar darefter |6sningarnas uppfdrande for
olika startvarden.

Vi & intresserade av |angtidsbeteendet.

De stationégraldsningarnages av: P, =0och P, =3.

3 dP
{P>3b —<0b P(t) & avtagande
e dt
Vi erhdler: i dp
-|1-0< P<3pb E>OD R(t) ar vaxande.

Dettainnebér att vi erhdller ett stabilt jamviktslage P = 3.
Efter 1ang tid kommer befolkningsmangden att vara lika med 3.

SVAR: Den stkta modellen ges av: (Z—I: =k,P - k,P?, dér P3 0 och limP(t) = 3.

® ¥
: & _ ax+15y
5. Bestém allménnalosningen till systemet { q och bestéam dérefter den
} p =X+2y

L . ix(0)=-1
|6sning som uppfyller villkoret |

. Ar systemets kritiska punkt stabil eller instabil ?
1 Y0) =3

L 6sning.
| kritiska punkter &r tangentvektorn lika med nollvektorn.

Vi fér att den kritiska punkten &r origo.
Vi bestammer matrisens egenvéarden.

4-% 15
0=det(A- W)=l T

) 7\‘:7‘2' 6h- 7T=(A+D(\- 7)
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Egenvéardena ér reellaoch med olikateckenochdeédr A, =-1, A, =7.

Systemets kritiska punkt, origo, & en sadel punkt och darmed instabil.

For att bestdamma den almannalésningen till systemet behdvs egenvarden och tillhdrande
egenvektorer. Egenvektorernaerhdlles ur systemet (A- Al )v =0, darA & systemets matris.
Det dterstar att bestéamma egenvektorerna.

&j

1 .o
50v =0 ochenldsning ar vlz?m.

Inséttningav A, =-1i (A- M)v=0 gerfe5 3@

Insdttningav A, =7 i (A- M)v= Oger? ng 0 ochenldsning ér v, —?0

Den alménnaldsningen &r @(o_ §3°+ ”@.
g X = &y ce' &1 c,€ iy

1; 3 2
Bestam konstanterna. Villkoret ger oss es 0: cﬁs 0, gféo och g; glg

Den |6sning som uppfyller villkoret & X = ?(o—-Ze 630 “gfg.

SVAR: Den almannalésningen & X :fexo: cle'tfggo +cze7t§;.

Den 18sning som uppfyller villkoret & X = EEXO - 2e Eeelg 7t§g'

Systemets kritiska punkt, origo, & en sadel punkt och darmed instabil.

t

6. Bestém y(4) da y(t) satisfierar ekvationen y¢=2U(t - 3 + ¢y(tr)dr , t3 0 och y(0) =0.
0
U(t) @ Heavisides stegfunktiion.

L 6sning:
L aplacetransformera ekvationen.

SY(9- y(0) =2

€ 1
2 +-Y(s
s s (s)
Insttning av villkoret och hyfsning ger: (s* - )Y (s) =2,

2 s

Partial braksuppdel a den rationella funktionen.
2 -1 1 ilket erhdllits med hj&lp av handpdidggning.
s-1 s+1 s-1
Atertransformering ger y(t) = U(t- 3f- ¥ +¢e"°}.
Det dterstar att bestdmma det sokta funktionsvardet.
Vifar y(4) =U@4- 3f-e“? +e**}=e- €.
Detta kan &ven skrivas y(4) =2sinh1= e2_1

SVAR: Det soktafunktionsvérdet & y(4) =2sinh1= ez—

7. Enl6sning till differentialekvationen ty@- (L +t)y¢+y=0 , t>0 gesav y=¢",
Bestam en bas for differential ekvationens |Gsningsrum samt ange den allménna lGsningen.
L 8sning:
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En bas for differential ekvationens |6sningsrum bestar av de linjart oberoende |6sningarna.
Vi bestdmmer forst en av den givna ldsningen linjart oberoende 6sning.

Vi anvander reduktion av ordning. Dettainnebér att vi sitter y=€'z.
Inséttning i differentialekvationen ger: t{éztﬂ:+ 2e'z¢+ e‘z} il +t){ gz0+ etz} +e'z=0.
Forenkla: t{z@+2z¢+ 2 - L +t){z¢+2} +2=0 , tz@+(t- Dz¢=0 .
Sétt: u=2z¢ u¢=zq. Viférdatue+(t - Ju= 0, vilken & separabel.
u¢ 1-t 1

Omformning ger: — = e = T 1. Vi sbker en l6sning.
u

Integrationmap t : Inul = Int - t, u=+te". Enlosning sokes, tag u=te™", z¢=te™".
Partiell integration ger: z=-te’' - €. Vif&rday=€'(-te’'- €)= -t- 1.
Aven y=t+1 & enlosning. Vi undersoker det linjara oberoendet och anvéander da

o L e t+ .
Wronskian, vilken skall varaskild ifran noll. W(e',t+1) :‘e‘ 1]‘ =-t¢ <0dat>0.

Detvafunktionerna, y=¢ och y=t+1, & linjart oberoende och bildar en bas for
|6sningsrummet till den givna differential ekvationen.
Den alméannaldsningen erhalles som en godtycklig linjarkombination av basfunktionerna.
Vi fér sdledes y=c€ +c,(t+1), dér ¢, och ¢, & godtyckliga konstanter.
SVAR: En bas fér differentialekvationens [6sningsrum & {e',t+1}

och den allmannalosningen gesav y =cé +c,(t+1).

8. Bestam den 1sning till den partiella differentialekvationen ug- ug¢=u
som uppfyller villkoret u(x,0) =5e * + 3¢ **.

L dsning:
Vi anvander variabel separation.
Inséttning av u(x,y) = X(x)Y(y) i differentialekvationen: X¢x)Y (y) - X(xX)Y®y) = X(x)Y(y).
Divideramed X(X)Y(y): X8 _Yay) =1, X4 =1+ Y&y) =konstant = ..
X(x) Y(Y) X(x) Y(y)
Den partiella differentialekvationen 6vergdr i ett system av ordinara differential ekvationer.
o 1XEX) - AX(x) =0 - 1 X(x) = Ae”

Vifar | och detta system har [Gsningen §{ .

1Y&y)- (A -DY(y)=0 TY(y) = Be*
Den partiella differential ekvationen har |6sningar pa formen
u(x,y) = X(x)Y(y) = ABe™* % =™,
Aven linjarkombinationer & ldsningar : u(x,y) = C,&* Y + g™ @MY,
Villkoret u(x,0) =5e ™ + 3¢ > ger u(x,0) =5 ™ + 3¢ > =Ce™ +Ce”.

I 1G=5,M=-4
Identifiering ger: i
1C,=3, A, =-2
SVAR: Den siktal6sningen & u(x,y) =5e * > +3e°

. Insattr“ng ger U(X,y) - 5e- 4x- 5y +%_2x_ 3y.

2x- 3y
j dx
i

9. Studera systemet | genom att hitta alla kritiska punkter, bestémma
. 2

o 20
= =-X- +.—-3
tat T Tepm Y A
deras typ(nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgora huruvida de &r stabila eller instabila.

L 6sning:
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Vi startar med att bestdmma var tangentvektorn ar lika med noll.

Detta ger oss de kritiska(stationéra) punkterna.

Dérefter studerar vi de kritiska punkternas karaktér genom att undersoka Taylorutvecklingen kring
aktuell kritisk punkt, med andra ord en linjarisering. Jacobimatrisen blir da ett viktigt redskap.

ektorn lika med noll 10=Y t0)=(0.0)
Tangentvektorn likamed noll ger: ; : i (%) = (- 1,0)

0=-x- X +5 & 3y y
{ ep 2 fTvakritiska punkter.

Jacobimatrisen ges av matrisen & O 1 9
C1-2x -9y
e 2 Yo

Inséttning av respektive kritisk punkt ger:
(xy) =(0,0)

20 1p
Matrisen A = 9 1 }/ har komplexa egenvéarden med positiv realdel.
20

- A
Egenvéardena erhdlles ur ekvationen 0 = =\ —x+1 (A - —) +E.
-1 % 16
D i = li|4\-/1_5 .

Den kritiska punkten (0, 0)ar en instabil spiral.
Detsamma géller aven for det icke-linjara systemet.

(xy)=(-10

® 1l
Matrisen B =¢ har skilda egenvérden och olika tecken.
&l %g

- A
Egenvéardena erhdlles ur ekvationen 0 = =)\ - —1x 1=(\- —) - 1—7.
1 % 16
Dessaar A = 11417 :

Den kritiska punkten (- 1,0) & en sadel punkt och darmed instabil.
Detsamma géller aven for det icke-linjara systemet.
SVAR: De kritiska punkterna &r (0,0) och (-1,0.

Den kritiska punkten (0, 0)ar en instabil spiral.

Den kritiska punkten (- 1,0) &r en sadelpunkt och dérmed instabil.



