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1. Berakna dubbelintegralen (gyixdy, dar D ar triangeln med hérn i (0,0), (2,1) och (1,2).
D

LAsning:
Vi ritar upp omradet. Triangeln begransas av de rata linjerna : X+Yy=3, y=2X och X =2V.

A

>

Vid integrationen maste omradet uppdelas i tva delomraden.
Vi bérjar med integration med avseende pé X.
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SVAR: Den sdkta dubbelintegralen inrE. Arean av triangeln har beraknats.

2. Berdkna volymen av det omrade som begransas av paraboloiderna
z=8- X*- y’ och z= x> +y°.
Losning:
Volymen ges av trippelintegralen V = (ggyixdydz dar K &r det omrade vars volym skall
K

bestdmmas.
Vi bestammer forst integrationsomradet i xy-planet.

z2=8- X’ - y=x*+y*, X' +y’ =4.
Omréadet i xy-planet ar en cirkelskiva med centrum i (0,0) och med radien lika med tva.

is8- x2- yzu
Vi p&borjar integrationen i z-led: V = qugpixdydz= gy  (plzydxdy = () 8- 2x° - 2y2} dxdy
K DXyTz:x2+y2p Dyy

Infér polara koordinater.
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2
V= (8- 2r*}rdrd =2>2n (J4r - r®)dr =4n X8- 4) =161
Dro r=0
SVAR: Volymen av omradet mellan paraboloiderna ar V = 167 .

3. Berdkna (f2z- 2 +y)do , dar S ar den del av planet 2x + 3y + 62 =12 som ligger i forsta
S

oktanten.
Losning:
Vi projicerar ytan S pa xy-planet. Dess projektion ges av D, :{(X, y):2x +3y £ 12} .
. ) dxdy
Integrationselementet do ersattes med .
|cosy|
_ .~ (236) . , 6

En enhetsnormal till S gesav N = —7 Riktningscosinen COSy = ?
Den sOkta ytintegralen overgar daien dubbellntegral 0

N\ N\ 7 N\
F = q)2z- 2+y)do = Qj (12- 2x - 3y) - 2+ y) D y = @(3 x)dxdy

s ny

7
Integranden &r en funktion av x. Integrera forst med avseende pay.
1 12- 2x U

7°0 3 b 7% 26- x 14 °
F==o0f J3- x)dy’dx— 0 ( )(3 X)dx =— 18- 9x +x%)dx

9 o8 ve : 27

X = f y=0 b x x=0

14 x2 x 1° 14
F==—|18x- 9— +— —(18>6- 9X18+4x18) =

27 2 3 -0 27

SVAR: Den sokta ytintegralen GjZZ - 2+y)do = 3
S

4. Funktionen X(t) uppfyller Xx¢=x(2- x)(4- x), X(0) =X, .
Understk om gransvéardet Iﬂglx(t) existerar samt berakna detta for varje initialvarde X, .

Losning:
Vi bestdmmer forst de kritiska punkterna. Dar ar derivatan lika med noll.
De stationara(kritiska) punkterna ar X1 =0, Xo =2 och X3=4.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande funktionens utseende.
X>4. x¢>0 b x vaxer.

2<X<4: x¢<0 P X avtar.

O0<x<2: x¢>0 b Xx vaxer.

Xx<0: x¢<0 P X avtar.

Gransvardet existerar for varje initialvarde X, mellan O och 4.

Vi erhaller foljande gransvarden:
0<x,<4 limx(t)=2, x, =4 Ilmx(t) 4 och Xg=0 limx(t)=0.
t® ¥ t® ¥
SVAR: Gransvardet existerar enligt foljande:
0<x, <4 Ilg@ng(t) 2, X, =4 |lmX(t) 4 och xg=0: |ng(t) 0.

5. Bestandet, y(t), méatt i ton, av en viss fiskart i en viss sjo antas variera cykliskt(periodiskt)

med tiden t , matt i manader, enligt foljande:
y :s andringshastighet (som kan vara bade positiv och negativ) &r proportionell

mot produkten av Y och den cykliska faktorn cos%! -
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P& morgonen den 16 maj (valjes som t =0 ) ar y =1 ton och den 16 augusti ar y = 3 ton.
Bestam Y(t) som funktion av t . Bestam &aven nér fiskebestandet &r minst och dess minsta vérde.

LOsning:
B o . . . dy —_ m t - L.
estandet, y(t), uppfyller differentialekvationen P ky cos%- , dar k aren

proportionalitetskonstant.
Den erhéllna differentialekvationen ar separabel. Konstantlosningen saknar i detta fall intresse.

: l dy m t : 3 6 i Tt

Omformning ger: ™ = kcos%s' . Integration med avseende p& t ger: Iny|=k—sinZ%' +A .

Yy T

a KSsinz! Ky Sindd
Losuty: y=teer™ =Ce”  °.

11=y(0)=C  jc=1

Vi bestammer nu konstanterna med hjalp av villkoren { K gnad i« .
13=y(3)=Ce“*"" te° =3, k,=1In3

i ndt indt
Bestandet ges av Y(t) = e"unE = P

11 :
Det minsta vérdet, y = 3 =§, erhélles d& sin%' =-1, t=9+12n, nl N.

inad
SinZ

d
SVAR: Bestandet uppfyller differentialekvationen d_)t/ =ky cos%* och ar y(t) = :

1
Bestandet ar minst den 16 februari varje ar och ar lika med :?, ton.

6. Funktionerna Y,(X) =X, Y,(X)=xInx, y,(X) =5, y,(X) =x* och y.(X)=x+x* &r
I6sningar till en linjar tredje ordningens homogen differentialekvation. Bestam en
fundamentalméangd av ldsningar till differentialekvationen. Bestdm éven den lI6sning som uppfyller
villkoren y(1)=3, y@(1) = 2 och y®1) =1.

LBsning:

En linjar tredje ordningens homogen differentialekvation har tre linjart oberoende I6sningar och
dessa bildar en bas for Iosningsrummet. Av de fem givna I6sningarna valjes tre I6sningar ut sa de
blir linjart oberoende.

Tag till exempel foljande: y1(X) = X, Y2(X) =xInx och y4(x) =x2.
For att visa att dessa l6sningar ar linjart oberoende visar vi att Wronskianen ar skilt fran noll.

o X xInx ~ x
W(x, xInx, x%) =1 Inx+1 2x| =x(2Inx+2- 2) - 1(2xInx- X) =x>0
0 1/x 2

En fundamental I6sningsméangd &r {X, xInx, XZ} .

Den allmanna Iésningen kan skrivas Yy = CX + CoxInx + C3X2.

Det aterstar att bestamma den l6sning som uppfyller de givna villkoren.
Bilda forsta- och andraderivatan.

y¢=C; +Cy(Inx+1)+ C32X och y@= CZ—)l( +Cj32.
13=y()=C;+Cq
Insattning av villkoren ger: {2=Yyq1)=C; +C,1+C32.
l1=ya1=c,+C32
Systemet har losningen C; =1, C3=2, C, =- 3. Den sokta Iosningen &r y = X - 3xInx + 2x2.
SVAR: En fundamentalméangd av I6sningar ar {X, xInx, X2} .

Den I6sning som uppfyller de givna villkoren ar y = X - 3xInx + 2x2 .
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7. Los begynnelsevardesproblemet y@+4y¢+13y=3)(t- ) , y(0) =1, y§0)=4.

Ldsning:
Laplacetransformera den givna differentialekvationen.

s™Y(9)- 9(0)- yo0) +4(sY(s) - ¥(0)) +13Y ()= 3¢
Insattning av begynnelsevillkoren och hyfsning av ekvationen ger: (s° +4s+13)Y(s) =3 ™ +s+8.
Los ut Y (S) och forbered uttrycket for atertransformation:
B 3 o s+2 3

Y(S) - 2 2 € + 2 2 + 2 2 2

(s+2) +3 (s+2)°+3 (s+2)°+3
Atertransformera: y(t) = € sin3(t- n)U(t- ) + e * cos3t +2e *sin3t
SVAR: Den sokta I6sningen ar y(t) = € (- e sin3t U(t - &)+ cos3t + 2sin3t) .

8. Matrisen A har reella matriselement. ~
Ett egenvarde till matrisen A ar A =a +if ,dar al Roch 1 R.
Tillhérande egenvektor ar V =V, +iv, dar v, och V, &r reella vektorer.
Harled tva reella linjart oberoende Iosningar till systemet X ¢=AX .
Genomfor dven berakningarna for matrisen A =% .
e3 49
L&sning:
Lat X =X, +iX, vara en komplex I6sning till systemet X ¢=AX .
Insattning ger: Xg+iX¢=A(X, +iX,)=AX, +iAX,.
iRe: Xg=AX,
Tag real- respektive imaginardel: {
1Im: X¢=AX,
Realdel och imaginardel av den komplexa I6sningen ar I6sningar till systemet.
En komplex Isning ges av X = €M (v, +iv,) = e (cospt +isinpt)(v, +iv,) .
iRe: X, =e™(v, cospt - v,sinft)
| .
ilm: X, =e*(v,sinpt + v, cosft)
Observera att de tva losningarna &r linjart oberoende, ty det finns inga konstanter a och b skilda
ifran noll sa att axX, +bX, =0.
Nu dver till de numeriska berdkningarna. Vi startar med att bestdmma matrisens egenvarden.

0=det(A- \l)= 4- k-3 =(4- M2 +9 , A,,=4+i3
- | 3 4- P2 T e
Bestam en egenvektor horande till egenvardet A, =4 +i3.
3i -3
Insattning av detta egenvarde i systemet (A - AM)K =0 ger 233 3i; =

5
En egenvektor ar K = E'Bl .
e-19

En komplex I6sning ar X = e(4+'3)t§’El.O =¢e"'(cos3t + ISIn3t)iéO+ |§9 .
e- 19 1€0g e- 1@%

i o} EEOG . 4t?083t6

.ReX =X :e‘“é cos3t- & sin3t)=e"% .

| ! (eOz e-lo ) esin3tg

Tva linjart oberoende I6sningar ar: | 0 <in3t
fimX =X, = e‘”(éosi n3t+& ©cos3t) = e & ©
i e0g e-lo e- cos3tg

Vi kontrollerar det linjara oberoendet genom att visa att Wronskianen ar skilt ifran noll.



KTH Matematik

e*cos3t e*'sin3t ot
W(X,,X,) = =-e10,

e*sin3t -e*cos3t

iX,=e"(v,cospt- v,sinpt)
SVAR: Tva linjart oberoende losningar ges av { . ] .
71X, =e*(v,sSinpt+v,cospt)

0S3tg Sin3t g
Numeriskt erhéalles: X1=e4t§ 0 och x2=e4t§E 0_
esin3tg e- cos3tg

9. Betrakta en smal stav. Lt dess temperatur ges av U(X,t).

Dess ena ande halles vid den konstanta temperaturen 0° C_och dess andra ande &r isolerad.
Vid tiden t = 0 &r stavens temperatur U(X,0) =2sin3x+ 5sin7x.

j'lug::ug; : O<x<£2 , t>0
|
;
Detta ger upphov till féljande problem: { u(0,t) =0, UQI(E2 ,)=0,t>0
.
'Iiu(x,O) =2sin3x+ 5sin7x , 0 <X <£2

Bestam stavens temperatur som funktion av laget och tiden.
Ldsning:

Vi bestammer I6sningar pa formen u(x,t) = X(x)T(t).
Insattning i differentialekvationen ger X(X)T&t) = X ®&X)T(t) .
T&t) _ X%x)
(M X(x)

Dividera med X(X)T(t) : = konstant = A .

i XEX)- AX(X)=0
Vi far ett system av ordinara differentialekvationer: |
1Tt - AT(t) =0
Dessa ekvationer ar linjira med konstanta koefficienter och I6ses med karakteristisk ekvation.
Vi betraktar den forsta ekvationen och far tre skilda fall att undersoka.
Dessa ar foljande: A >0, A =0 och A <O0.
r=u’, ul R A =0 A=-u’ ulR
X&) - u’X(x)=0 X&x) =0 X&x)+u’X(x) =0
X(x) = Ae” +Be ™ X(x)=Ax+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux
Randvillkoren och variabelseparationen ger oss féljande villkor:

X(0)T(t) = O, XO{EZ)T(t) =0, t>0.

Dessa skall galla for alla t >0.
Detta ger: X(0) =0, Xﬁ{%) =0.

Nu over till de tre fallen. Vi behover dven derivatan X€X) .

r=u’, ul R A =0 A=-u’, ulR

X(x) = Ae™ +Be " X(x)=AXx+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux

X€x) = u(Ae™ - Be") X&x)=A X€X) = u(- A sinux + B, cosux)
Inséttning av villkoren ger.

A=u’, ul R A =0 A=-u’, ulR
X(0)=A+B =0 X(0)=B,=0  X(0)=A=0

X¢Z)=u(Ae?- Be 2)=0 X(2)=A =0  X¢Z)=u(- AsinuZ +B,cosu’)=0
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iB=-A B,
TuA (e +e2) =0 e
Den enda icke-triviala I6sningen erhdlles i fallet A =- u®, ul R.

Da erhalles w=2n+1, nl N och I6sningen har formen X(X) = B,sin(2n +1)x .

Motsvarande t-ekvation har Iosningen T(t) =Cg" = Ce (@ne®t

Vi far vara losningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givna
randvillkoren p& formen u,(X,t) = X(X)T(t) = B,C, sin(2n +1)x g vt

Aven linjarkombinationer av sddana ldsningar &r l6sningar.

1A =0
I T _
fMBs(:OSMZ_O

—_—

0
0

—_———

¥
[o] _ 2
Vi erhéller u(x,t)=a b.e (amedt

n=0
Det aterstar att bestamma koefficienterna.
Dessa erhélles med hjalp av det givna begynnelsevillkoret u(X,0) =2sin3x + 5sin7x .

sin(2n +1)x .

¥
Insattning ger: U(x,0) = é b, sin(2n +1)x =2sin3x+ 5sin7x.
n=0
Identifiering ger att alla utom tva koefficienter ar lika med noll.
Vi far b, = 2 och b, = 5. Den sokta I6sningen ar u(x,t) = 2e *'sin3x +5¢ ** sin7x .

SVAR: Den sokta I6sningen ar u(x,t) = 2e *'sin3x +5e ** sin7x .



