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5B1212 Differentialekvationer och Transformer III 
Tentamen 26/5 2004 

Svar och lösningsförslag 
Lösningsförslagen något förkortade. Vissa standardberäkningar och figurer har 
utelämnats; vid ett tentamenstillfälle skall alla beräkningar redovisas, och löningarna 
förses med lämpliga figurer. 
 
A-uppgifter 
 

1. En djurpopulations storlek som funktion av tiden beskrivs av en funktion )(tP  som antas vara 

bestämd av differentialekvationen )ln( PbaP
dt
dP −= , där a och b är positiva konstanter, och av 

initialvärdet 0)0( 0 >= PP . 

Bestäm )(lim tPt ∞→ . 

 
Ekvationen är autonom.  
Först konstaterar vi att ekvationen har stationära lösningar som ges av 

0)ln( =− PbaP som har baeP /=  som enda positiva lösning. 
 

Vi gör teckenstudium av )ln( PbaP
dt
dP −=  för 0>P  och skisserar lösningkurvornas 

utseende. 
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Det framgår att ba
t etP /)(lim =+∞→  för alla begynnelsevillkor 0)0( 0 >= PP . 
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2. Bestäm alla 
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Vi använder egenvärdesmetoden. Den karaktäristiska ekvationen 
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Motsvarande egenvektorer beräknas till (se läroboken) 
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3. Finn alla stabila kritiska punkter till systemet 
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Kritiska punkter ges av 
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 vilket är ekvivalent med att )0,0(),( =yx  

eller )0,1(),( −=yx . 
 
Stabliliteten studeras med hjälp av systemets Jacobimatris 
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I )0,0(),( =yx  fås 
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)0,0(J . Man finner att denna matris har egenvärden 1±=λ . Således är 

)0,0(  en sadelpunkt och är därmed instabil. 
I )0,1(),( −=yx  fås 
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i±−=−±−=λ , dvs. komplexa egenvärden med negativ realdel. 

Detta implicerar att den kritiska punkten är en stabil spiral. 
 
SVAR: Systemet har endast en stabil kritisk punkt, nämligen )0,1(),( −=yx  
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4. Bestäm Fourierserien till funktionen f  som ges av att  

(i) ttf =)(  för 31 <≤ t   och  

(ii) f är periodisk med periodlängd 2=T . 

(Du kan välja om du vill använda komplex eller reell trigonometrisk form) 
 
Vi bestämmer serien på reell form. Fourierserien är bestämd av funktionens värden på ett 
godtyckligt intervall av längd 2=T . På intervallet [ )1,1−  har f  formen 2)( += ttf , och 
vi beräknar Fourierserien över detta intervall.  
Inför först funktionen ttfth =−= 2)()(  på [ )1,1− .  Detta är en udda funktion på ett 
symetriskt interval, och dess Fourierserie blir därför en ren sinus-serie 

∑
∞

=1
sin

n
n tnb π  där 

[ ]
π

ππ
n

dttntdttntb n
n

2)1(kningarstandardräsin2sin 1
1

0

1

1

+

−

−==== ∫∫ . 

Detta är alltså Fourierserien för ttfth =−= 2)()(  på [ )1,1− .   Följaktligen har 
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5. Bestäm den allmänna lösningen till differentialekvationen teyyy t ln2 −=+′+′′  
(Du kan ha nytta av formeln  

C
n
t

n
tt

dttt
nn

n +
+

−
+

=
++

∫ 2

11

)1(1
ln

ln  för K,2,1,0=n  ) 

 
Vi löser först den homogena ekvationen som har karaktäristisk ekvation 

0122 =++ rr , dvs 1−=r  är en dubbelrot, så den allmänna homogen lösningen 

är )()()( 21 tBytAytyh +=  där tety −=)(1  och ttety −=)(2 . 
 
Vi bestämmer sedan en partikulärlösning till den givna ekvationen med s.k. variation av 
parameter. Vi söker alltså )()()()()( 2211 tytutytuty p += . Det är känt att detta är en 
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6. Bestäm alla funktioner ),( txu  på formen )()(),( tTxXtxu =  som uppfyller  
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Den triviala lösningen 0),( =txu  fås genom inspektion. Om 0),( ≠txu  är både X och T 
skilda från noll och 
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Vidare gäller att, om )(tT  inte är identiskt  lika med noll,  

0)1(,0)0(0,0),1(),0( ==⇒>== XXttutu   (2). 
 

För 02 >= λγ  ger (1) att xx BeAexXXX λλλ −+=⇒=−′′ )(02 . 
Randvillkoren (2) ger då: 

BABAX −=⇒=+= 0)0( ,  så  )()( xx eeAxX λλ −−= .  Det anadra 

randvillkoret ger då 0)()1( =−= −λλ eeAX  Eftersom λλ −≠ ee  för 0≠λ  
följer att 0== BA . Dvs. Positiv separationskonstant ger endast den trivila lösningen. 
 
För  0=γ  ger (1) att 0=′′X . Detta ger att X är en linjär funktion, och (2) medför 
återigen att X är identiskt lika med noll. 
 

02 <−= λγ  ger (2)  xBxAxXXX λλλ sincos)(02 +=⇒=+′′ . 
Randvillkoren (2) ger att 

AX == )0(0  så xBxX λsin)( = . Det andra randvillkoret ger sedan att 

λsin)1(0 BX ==  som har icke-triviala lösningar omm πλλ nn == . 

Motsvarande X-lösningar ges av xnBxX nn πsin)( = . 
 

För 222 πλγ nn −=−=  fås ur (1) att tn
nn eCtTTTnT

22222 )(2 ππ −==⇒−=′  
 

Slutligen fås alltså möjliga lösningar på angiven form som xnectxu tn
n ππ sin),(

222−= . 
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B-uppgifter 

7. a) Bestäm alla lösningar till differentialekvationen  xxy
dx
dy −= .   (2p) 

b) Bestäm alla lösningar till differentialekvationen 
2xuxu

dx
du =+ .   

Tips: Substitutionen 
1−= yu för 0≠u  hjälper dig en bit på vägen.   (2p) 

 

a)  Ekvationen kan skrivas xxy
dx
dy −=−  och är linjär av första ordningen. Integrerande 

faktor bestäms till 2/2xx
ee −−

=∫=µ . Ledvis multiplikation med µ  ger 
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Integralen i högerledet beräknas till Ce x +− 2/2

 och det följer att 2/2

1)( xCexy += . 
 
b)  Vi observerar först att 0)( ≡xu  är en lösning.  

Eftersom  ekvationen kan skrivas som ),( uxf
dx
du =  där xuxuuxf −= 2),(  är en 

funktion som överallt är kontinuerlig med kontinuerlig u-derivata kan vi tillämpa satsen om 
existens och entydighet av lösningar till 1:a ordningens initialvärdesproblem 
gäller att det genom varje punkt i xu-planet går det precis en lösningskurva. Speciellt kan 
inga andra lösningar korsa lösningen 0)( ≡xu . 
 
Vi söker nu övriga lösningar, som alltså måste vara skilda från för alla x. Vi gör 
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8. En partikel rör sig i xy-planet. Vid 0=t  startar den i punkten ( )1,1 , och vid tidpunkter 0>t  befinner 

den sig i punkten ( ) ( )( )tytx , , där ( ) ( )( )tytx ,  uppfyller 
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Beskriv partikelns bana genom att 
a) bestämma funktionerna )(tx  och )(ty ;      (2p) 

b) göra en enkel men principiellt korrekt skiss av banans utseende.   (2p) 
 
 
a)  Vi bestämmer först de ( ) ( )( )tytx ,  som uppfyller de givna differentialekvationerna, som 

kan skrivas som 
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i22 ±=λ .  En komplex egenvektor till i22 +=λ  fås som en icktrivial lösning till det 
linjära ekvationssystem som har koefficientmatris 
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ekvivalenta matrisen 
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komplex egenvektor. Vi får (se läroboken) en allmän lösning 
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Villkoret att  partikeln vid 0=t  startar i punkten ( )1,1  uppfylls om vi väljer 1=A  och 
0=B . Den sökta banan beskrivs alltså av  
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b) Kan lösas utan att finna den explicita lösningen. Enligt a) har systemet komplexa 
egenvärden i22 ±=λ , med positiv realdel. Det innebär att varje lösningskurva beskriver 
en spiralrörelse kring och ut från origo. Den sökta banan startar dessutom i punkten ( )1,1 . 
Vidare ser man att sprialen går medurs i xy-planet; detta inses t.ex. genom att rita ut några av 
vektorerna i vektorfältet ( )yx ′′, . Rita figur! 
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9. a) Beräkna Fouriertransformen av  
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10. Funktionerna )(xnΦ , Nn ,,2,1 K=  är kontinuerliga på intervallet [ ]ba,  och 

sådana att  
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a)  Välj ett fixt men godtyckligt heltal m ,  Nm ≤≤1 .  Multiplicera bägge led i 
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Vi byter ordning på integration och summation i högerledet, som då kan skrivas 
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Det är givet att integralerna blir noll såvida inte mn = , i vilket fall den 1= . 

Alltså får vi att m

b

a
m cdxxxf =Φ∫ )()( . Eftersom m var godtyckligt är påståendet 

bevisat. 
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Vi använder åter det givna villkoret på integralerna och finner att  
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