KTH Matematik
Hans Thunberg
5B1212 Differentialekvationer och Transformer II1
Tentamen 23/8 2005 08.00-13.00

Skrivningen bestar av 6 A-uppgifter om 3 poédng vardera och 6 B-uppgifter om 4 podng
vardera. For full poédng pé en uppgift krivs en fullstdndig och vil presenterad 16sning. Endast
svar ger som regel inga poang.

For godkint med betyg 3 krdvs minst 12 p pd A-uppgifterna, inklusive A-bonus frédn den
16pande examinationen, samt minst 6 poang pa B-uppgifterna utan bonuspoing.

For betyg 4 och 5 krévs dessutom minst 14 respektive 20 podng pé B-uppgifterna inklusive
B-bonus fran den 16pande examinationen.

Dessa grénser ér prelimindra och kan komma justeras nagot.

Inga hjilpmedel tillétna. Lycka till!

A-uppgifter

Q+(x—1)e‘y =0
1. Los initialvirdesproblemet X |
)=In—
y()=InZ

Ange dven losningens existensintervall.

2. Bestim alla losningar y(x) till ekvationen " —4xy’ + (4x2 - l)v —e .

Tips: GOr ansatsen y(x) = u(x)e”2 .

? =x’-4y+4
3. Bestdm och klassificera alla stationdra 16sningar till systemet t

@v_ x-y+1

a7

4. L&t f(¢z) varasignalen f(¢)=0(t+1)-0(t-1)+06(t-2), - <t< ,dir O(¢)éar
Heavieside-funktion (’the unit step function”) och d(¢) dr en Dirac-puls.

a) Beskriv signalen med 1amplig figur eller i ord. (Ip)
b) Berdkna Fouriertransformen av f. (2p)

5

. x(2) dX 4 L 5
5. Lat X(¢) = uppfylla systemet — = X och initialvillkoret X(0) = .
y(t) dt 1 0 0

Skér 16sningskurvan linjen y =0 f6r nagot ¢ >07?



6. For vilka vdrden pa konstanten A finns det icke-triviala l6sningar till
randvérdesproblemet y” + Ay =0, y(0) = y(1) = 0? Los problemet i dessa fall.

B-uppgifter

7. Los initialvdrdesproblemet y"y' =1, y(0)=0, y'(0) =1.

8. P(t) = 0 betecknar storleken pé en viss djurpopulation vid tiden ¢ . Man har

observerat foljande egenskaper hos populationen:
(1) Smé populationer dverlever inte, ndrmare bestdmt finns det en konstant 7" > 0
sddana att om 0 < P(¢) < T sa minskar populationen i storlek.

(i1) Det finns ocksa en Ovre gréns: det finns en konstant K, K > 7" sadan att om
P(t) > K s& minskar populationen ocksa i storlek.

(ii1) Sa lange T < P(t) < K véxer populationen i storlek.

Populationsstorleken och dess fordndring antas variera kontinuerligt 6ver tiden.

Foresla en differentialekvation for P(¢), och verifiera pa lampligt sétt att den

foreslagna modellen har egenskaperna (i) — (iii). Skissera ocksa modellens fasportritt.

x' 1 0 2\/x 3
9. Betrakta systemet | y'|={0 -2 5| y|+]|-1].
z' 0 0 3z 3

a) Bestdm systemets stationdra 16sningar. (Ip)
b) Ange systemets allmidnna 16sning. (2p)
c) Avgor om de stationdra 16sningar du funnit ar stabila eller ej. (Ip)

(Stationdra 16sningar och stabilitet definieras analogt med plana system)

10. u(x,t) beskriver temperaturen i Celsius-grader i en tunn trd, = ldngdenheter lang, i

. ’u 9
punkten x vid tiden ¢ > 0. Man vet att u uppfyller p Zl =6—L; ,0<x<m,t>0.
X

Tradens dndpunkter x = 0 och x = ligger i smiltande is. Vid ¢ = 0 ges temperaturen

1 x av f(x)=sinx. Bestim temperaturen i tradens mittpunkt vid tiden ¢ =2.

11. Finn en icke-trivial periodisk 16sning till systemet

Tips: Byt till poldra koordinater.



12. Man vet att funktionen f(x) kan uttryckas i en sinusserie f(x) = 2 b, sinnx pa

n=1

intervallet (0,77) . Harled det uttryck som, givet £, bestimmer koefficienterna b, .



