Losningsforslag till tentamen i Diff & trans IIT 2009-02-02

1. Ekvationen ar separabel. Integrering ger
) 1
Y=o

Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger C' = 1. Eftersom y(0) > 0 maste vi ha den
positiva roten, dvs

1
11—z
Denna 16sningen &r definierad for |z| < 1.

Y= 5"

2. Sitt y(x) = u(z)es™?. Insittning av 3,9’ och y” i ekvationen ger
efter forenkling
u —u=ux.
Denna ekvationen har den allménna l6sningen u = c1e® + coe™™ — x. Alltsa

har vi att

T sin x

y=(c1e” + coe” ¥ —x)e

ar den allmanna losningen till den ursprungliga ekvationen.
3. Se uppgift 11.2.1 pa sidan 407 i Zill-Cullen. For att skissa grafen

av S(x), se diskussionen pa sidan 406. Téank pa att S(0) = 1/2,5(m) =
1/2,5(27) = 1/2 enligt sats 11.2.1 pa sidan 405.

4. Vi har

1 —iwt 1 i —i .
Flw) :/ it gy [_e Z“’t] _e¥—e™  2sinw
1

1 w w w

om w # 0. f(O) = f_ll dt = 2.

5. Viser att y; = x ar en 16sning till den homogena ekvationen. Man
ser ocksa att yo = o2 #r ytterliggare en 16sing (eller sa anviinder man y; och
riknar fram en; reduktion av ordning). Det ar klar att y; och yo &r linjart
oberoende pa intervallet (0, 00). Wronski-determinanten W (y1,y2) = .

Vi skriver den ursprungliga ekvationen pa standardform
2 2
y”——y'+—2y=1.
x x
Variation av parametrar ger oss nu en partikularlosning
y2 - 1 y1-1
W(y1,92) W (y1,y2)

Alltsa ér den allminna l6sningen (notera att funktionerna —2/x och 2/z?
ar kontinuerliga pa intervallet (0, 00))

2

Yp = —U1 dx + yo dr = 2°Inz — 2°.

Yy = ax+cr? + 2% lne

dar c1, co ar konstanter.



6. Pa matris form kan systemet skrivas

, (0 2 et
oo(9 ) (5).

Matrisen har egenvéirdena Ay = 1 och A9 = 2, med motsvarande egenvektorer
K| = (%) respektive Ky = G) Saledes ar

2 1
X1 = <1> €t, XQ = <1> €2t

tva linjart oberoende losningar till det motsvarande homogena systemet.
Lat
2¢t e
o) = (% ).

_ et —et
o 1(t) = <_€2t 2€2t> .

En partikulédrlosning fas genom

_ et 4tet + 3et
XP = (I)(t) / P l(t) <_€t> dt = <2tet + 3et>'

Alltsa, lésningarna till systemet ar pa formen
2 1 Ate’ + 3¢
X — t 2t .
“ <1>e e (1) T \atet + 3¢t

7. Gor vi som i Zill-Cullen (sid. 446) fas
(e e}
u(x,t) = Z (A, cosnt + B, sinnt) sin nx.

n=1

Vi har

Begynnelsevillkoret ger
o0
sinz + sin 8z = u(x,0) = Z Ay sinnz.
n=1

Detta ger att Ay = 1, Ag = 1 och alla andra A,, = 0. Vidare ger villkoret
%(az, 0) = 0 att alla B,, = 0. Saledes, 16singen ar

u(z,t) = costsinz + cos 8t sin 8z.

8. Vi later x;(t), z2(t) vara méngden salt i tank A respektive tank B och
sitter upp systemet som pa sid. 107 i Zill-Cullen.

d.l‘l

dt

d.l‘g

dt

=15+ x9 — 423

= 4%1 - 4%2
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Systemet har den allménna l6sningen (tdnk pa att x; = 5,29 = 5 maste
vara en l6sning)

()=o) vl ) )

Vid tiden ¢ = 0 har vi z1(0) = 0 och z2(0) = 20. Detta ger ¢; = 5/4 och
ey = —25/4. Alltsa
<x1(t) _ Be72 — L6l 15
za(t))  \Se 2t 4 Be6t 45)

9. a) Nar e = 0 ar systemet linjart. Koefficientmatrisen ar

(% 5):

som har egenvérdena +i. Alltsa ar den kritiska punkten ett center.

b+c) Metoden med att titta pa jabobi-matrisen fungerar ej; matrisen har
egenviirdena 4i. Vi infor poldra koordinater. Sitt r? = 22 4+ y2. Derivering
m.a.p. ¢ ger

2rr’ =2x2’ + 2yy’ = 2x(y + 53:(3:2 + y2)) +2y(—x + z-:y(a:2 + y2))
=2¢(z%r? + y*r?) = 2ert

dvs
= erd.
Om vi tar ett begynnelsevillkor (z(0),y(0)) = (zo,y0) # (0,0), och later
ro = /22 +y3, ser vi att losningen till (den separabla) ekvationen ovan,

med r(0) = rg ar
0

r(l) = ————.
Q V13— 2r(2)5t
Vad hénder nu nar ¢ > 0?7 I fallet ¢ = 1 ser vi att r(t) — oo da t —

(e/(2r3))~, dvs den kritiska punkten ér instabil; fallet e = —1 ger att r(t) —
0 da t — oo, dvs den kritiska punkten ar asymptotiskt stabil.



