KTH Matematik

Losningsforslag till tentamen i Diff & trans III, SF1637, den
21 oktober 2009

1. Vi har en autonom ekvation. I hogerledet har vi f(y) = (y —
2) arctany som har nollstéllena, dvs de kritiska punkterna, y = 2 och
y = 0. Eftersom vi har begynnelsevillkoret y(0) = 1 &r vi intresse-
rade av intervallet (0,2). I detta intervall dr f(y) < 0, dvs 16sningen
y(t) uppfyller ¢'(t) = f(y(t)) < 0. Eftersom f(y) och f'(y) ar konti-
nuerliga foljer det fran existens- och entydighets-satsen att vi ej kan
skdra de stationdra losningarna y = 2 och y = 0. Alltsa, 16sningen
y(t) &r avtagande pa intervallet (—oo,00), 0 < y(t) < 2, y(0) = 1,
och lim;_ o, y(t) = 0 och lim;_, _, y(¢) = 2. Rita nu en figur. (Se ocksa
avsnittet 2.1.2 i Zill-Cullen).

2. Vi loser forst den homogena ekvationen

y”_2y/+y:O.

Den karaktiristiska ekvationen blir r? — 2r + 1 = 0, vilket ger r = 1
(dubbelrot). Alltsa &r den allmédnna 16sningen

yn(x) = c1€” + comwe®.

Lat y; = €®,yo = we® och f(x) = e*/x. Vi har Wronskideterminanten
W (y1,y2) = €**. En partikuléirlosning fas genom

ya () f () () f ()
= — ——dr + ———Cdzx
TR W) T W)
1
= —egﬁ/dx —i—xeg”/—dx = —xe’ +xe’lnx = ze(Inz — 1)
T

Saledes, den allménna lésningen &ar

y(x) = c1€” + cowe® + ze®(lnx — 1).

3. For att hitta de kritiska punkterna l6ser vi systemet
ry® + =0
24+ 2—4=0
Den forsta ekvationen kan skrivas x(y? + 1) = 0 vilket ger att vi maste

ha x = 0. Sétter vi in x = 0 i den andra ekvationen fas 2y —4 = 0, dvs
y = 2. Det finns alltsa endast en kritisk punkt, (0, 2).



Vi har Jacobimatrisen

241 22
J(-%Z/) = (y 2 2y

7(0,2) = (g g) .

Eftersom denna matris har egenvirdena 2 och 5, foljer det att den
kritiska punkten (0,2) &r en instabil nod.

vilket ger

4. Detta ar exempel 3.2 i kompendiet om Fouriertransformen.

5. Vi loser forst det homogena systemet
, (4 =3
- (L )x
Matrisen ovan har egenvéardena 4 + 3¢. Vektorn K; = (1) ar en kom-

plex egenvektor motsvarande egenviardet A = 4 — 3i¢. Saledes har vi en
komplexvird 16sning

X = K, e300t — ot ?OS 3t — is?n 3t '
1 cos 3t + sin 3t

Realdelen och imaginédrdelen utgor tva reella och linjart oberoende

16sningar:
cos 3t —sin 3t
X, = 4t X, = 4t
1= (sin Bt)’ 27\ cos3t

Vi ser latt att
1
X —
= (o)

ar en partikulédrlosning till den ursprungliga ekvationen. Saledes &r den
allménna 16sningen

3t — cosin 3t 1
X = X + X5 + X, = el
X1+ X+ X, =€ <Clsin3t+CQCOS3t * 0

Begynnelsevillkoret ger
0 =c1 + 1

O:CQ
dvs ¢; = —1, o = 0. Slutligen,
— 3t 1
X = X) + eXo + X, = et P
ARt et Ry = e <—sin3t o

ar losningen till begynnelsevaresproblemet.



6. Genom att gora som i Zill-Cullen (sid 443-444) fas att
u(z,t) = Z Ane " sin(nx)
n=1

ddr A, ar konstanter som bestdms av begynnelsevillkoret u(x,0) =
1, 0 <z < . Detta ger att vi behover

1 =u(z,0) = Z A, sin(nx)
n=1

dvs vi maste utveckla den konstanta funktionen f(x) = 11 en sinusserie
pa intervallet (0, 7). Vi far att (se 6vning 11.3.11 i Zill-Cullen)

-2

Saledes, vi har fatt l6sningen

21— (=1)" .
u(z,t) = - Z Ae’" "sin(nz).
n=1

7. Vi ser att y; = x &r en l6sning till den homogena ekvationen
22y" +xy —y = 0.

Med hjélp av reduktion av ordning fas ytterliggare en 16sning, y» = 1/z.
Vi skriver den ursprungliga ekvationen pa standard form

1 1
y'+ =y — Sy = 722"
7w

Lat f(z) = 72z Vi har W(y1,y2) = —2/x. En partikulérlosning fas
nu pa precis samma sétt som i uppgift 2 ovan. Man far

Yyp = 32°.
Saledes, den allménna losningen &r

y:cl$+%+3x5.
x

8. Vi har skaldrprodukten

(f,9) :/ f(z)g(z)dz.
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Villkoren pa ¢y kan skrivas: (¢p, @) = 0 om [ # k och (¢, ) = 1
Réknereglerna for skaldrprudukten samt antagandena pa ¢y ger

/ (f(@))*de = (f,f) = (Zcmk,zckd)k)

a

= (cm, Zcm) + e <¢2, Zcm) +o e (asn, Zcmk)
k=1 k=1 k=1

= c1(P1, c101) + ca( P2, C202) + . .. Cn(P2, Cn)
= ¢i(¢1,61) + 3B, d2) + .. Culdn ) = Y _ .
k=1

9. Temperaturen 7'(t) uppfyller den linjdra ekvationen
T'=k(T,—T)
déar T, ar ungstemperaturen och dar £ ar en konstant. Detta ger
T(t) =T, + Ce™™.

Vi vet att
20=T(0)=T,+C

50=T(1)=T,+Ce™"
75 =T(12) =T, + Ce

Den forsta ekvationen ger C' = 20 — T),. Detta insatt i den andra ekva-
tionen ger

ok _ 50 — T,
20T,
Insatt i den tredje ekvationen fas
50 - T, 50 — T,)?
75 ="1T,+ (20 — T)ﬁ—ﬂﬁ—ﬁ
vilket ger
(75— T,)(20 - T,) = (50 — T.)*,
dvs

T? — 95T, + 75 - 20 = T — 100T,, + 50°
vilket slutligen ger
5T, = 50% — 75 - 20 = 1000
dvs T,, = 200°C.
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10. I poléra koordinater (se Zill-Cullen sid 368) kan systemet skrivas

dr

= — (1 — 2
o = r1=r)
do
-1

dt

Den andra ekvationen ger direkt att § = —t+C'. Hogerledet i den forsta
ekvationen kan skrivas 7(1—r)(1+4r). Vi har alltsa de kritiska punkterna
r=0,r =1 och r = —1. Eftersom r ar ett avstand betraktar vi bara
r > 0. Det dr latt att se att 16sningen r(¢) till den forsta ekvationen,
givet ett begynnelsevillkor ry = 7(0) > 0, uppfyller lim; . r(t) = 1.
Saledes, givet ett begynnelsevillkor (0(0),7(0)) = (6o, 79), dér o > 0, sa
konvergerar 16sningen mot den periodiska 16sningen r = 1, § = —t 4 6.



