KTH Matematik

Losningsforslag till tentamen i Diff & trans III, SF1637, den
12 januari 2010

1. Detta &r Exempel 2 (sid. 72-73) i Zill-Cullen, 7ed.

2. Vi anvénder reduktion av ordning for att hitta ytterliggare en
16sning yo(x). Gor ansatsen yo(x) = u(z)y;(r) = u(x)e”. Insatt i ekva-
tionen fas

e’ (zu”"(z) — u'(x)) =0,
dvs, vi vill 16sa ekvationen
zu(x) —u'(x) = 0.
Later vi w(z) = u'(x) far vi ekvationen
zw' () —w(x) =0
vilket ger w(x) = Az, s& u(z) = Bz? + C. Saledes &r
y(z) = cre” + cor’e”

den allménna l16sningen till den givna ekvationen.

3. For att hitta de kritiska punkterna l6ser vi systemet
y—1=0
2 —y=0
Den forsta ekvationen ger att vi maste ha y = 1. Sétter viiny =11
den andra ekvationen fas 22 — 1 = 0, dvs & = 1. Det finns alltsa tva

kristiska punkter: (+1,1).
Vi undersoker de kritiska punkterna. Vi har Jacobimatrisen

I(w,y) = (zoa; —11)

[ punkten (1, 1) far vi matrisen

= (5 1),

som har egenvirdena 1 och —2. Saledes ar den kritiska punkten (1,1)
en sadel, dvs instabil. I punkten (—1, 1) far vi matrisen

J(=1,1) = (_02 _11) ,



2

som har egenvirdena —1/2 % i\/7 /2. Saledes ér den kritiska punkten
(—1,1) en stabil spiralpunkt.

4. a) Detta &r vésentligen Exempel 3.1 i kompendiet om Fourier-
transformen. Vi far

flw) = / N Flt)e ™tdt = / 11 ot g —

och f(0) = [tdt=2.
b) Enligt Sats 1 i kompendiet uppfyller Fourierintegralen till f(¢)

1 [ 2si , —
1 SINW iy ft+)+ f(t—)

2 J_ o W 2
Eftersom f &r kontinuerlig i ¢ = 0, och f(0) = 1, har vi alltsa

1 > 2sinw

2sin w

,w#0

for alla t.

— dw =1,
2 J_o w

o .
sin w
/ dw = 7.
oo W

5. Den allménna losningen till det givna systemet ar x(t) = ¢; cos(t)+
co8in(t) och y(t) = —cy sin(t) + o cos(t). Med andra ord, alla 16sningar
ar periodiska, speciellt en som gar genom punkten (1,0).

6. Genom att gora som i Zill-Cullen (sid 443-444) fas att

(e}
u(z,t) = Z A e ™t sin(nrx)
n=1
dar A, ar konstanter som bestdms av begynnelsevillkoret u(z,0) =
1, 0 <z < 1. Detta ger att vi behover

1 =u(x,0) = Z A, sin(nmz)
n=1

dvs vi maste utveckla den konstanta funktionen f(x) = 11 en sinusserie
pa intervallet (0,1). Vi far

1
2 /1—-(=1)"
A, = 2/ sin(nmz)dr = — ((7)) .
0 s n
Saledes, vi har fatt l6sningen
2= 1l—(=1)" oo, |
=2 T .
u(z,t) — sin(nmx)

v
n=1
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7. For att bestdimma den allménna losningen till en homogena linjér
tredje ordningens ekvation behover vi tre linjart oberoende 16sningar.
Eftersom ekvationen &r linjar och homogen kan vi anvéinda superposi-
tionsprincipen: om y,(z) och y,(x) &r 1osningar sa &r ocksa ¢ y,(x) +
coyy() en 16sning for varje val av konstanter ¢y, cs.

Saledes &r zyi(x) = #® en 16sning. Vidare, 1ys(x) — 22% = *, och
sya(x) — $2® = x dr 1osningar. Det &r klart att funktionerna x, z* och
23 ar linjirt oberoende. Saledes ges den allminna l6sningen av

y(z) = 1z + cox® + c3a®.

Vi har y/(z) = ¢; + 2cow + 3c32?® och y"(x) = 2¢y + 6c3x. Begynnel-
sevillkoren ger 2 = y(1) = ¢; + 2 + ¢3, 3 = yY'(1) = ¢1 + 2¢5 + 3es,
4 = y"(1) = 2¢y + 6¢3, som har 16sningen ¢; = 2,¢5 = —1 och ¢3 = 1.
Saledes,

y(z) =22 — 2° + 2°

ar den unika losningen.

8. For varje n = 1,2,..., N far vi, genom att utnyttja villkoren pa
funktionerna ¢1(x), ..., dn(x),

/a f(l’)%(x)dx:/a (;Ck@(l")) On(2)dx

_ kNl (ck / ’ gf)k(x)qbn(x)dx) — e

9. Vi skriver ekvationen som ett plant autonomt system genom att
lata y(t) = 2/(t):
=y
y = —dx — 4y + .
Vi undersoker om den kritiska punkten (0,0) ar asymptotiskt stabil.
Vi har Jacobimatrisen

0 1
J(:E,y) = (_4 _4+3y2)‘

s00-(° 1)

har egenviardena —2 och —2 (multipelt egenvirde) vet vi alltsa att den
kritiska punkten (0,0) &r asymptotiskt stabil. Saledes, (z(t),y(t)) —
(0,0) da t — oo om (x(0),y(0)) ar tillrdckligt nédra (0,0). Speciellt
giller alltsa att z(t) — 0 om x(0) och y(0) ar tillrickligt néra 0.

Eftersom



10. a) Vi far ekvationen

b) Vi soker de kritiska punkterna, dvs de punker dér funktionen

_Y(_Y\_
9(y) = (1 40) ¢
blir noll. Vi far

%(1—%)—c=0<:>y:20j:4\/25—100.

For ¢ = 5/2 har vi en jamviktslosning y(t) = 20, och for ¢ > 5/2 ar
g(y) negativ for alla y. Alltsa, ¢ = 5/2 &r det kritiska véardet.

c) For ¢ < 5/2 har vi de tva jamviktslosningarna y(t) = 20 £
44/25 — 10c. Vi undersoker vilken som som &r stabil genom att un-
dersoka tecknet pa g(y) kring punkterna y; = 20 + 4/25 — 10¢ och

Yo = 20 — 44/25 — 10c. Vi kan skriva
1
9) =~ — vy — v2)-
Efterom y; > yo har vi att g(y) < 0fory >y, g(y) > 0fory, <y <y
och g(y) < 0 for y < y,. Saledes &r den kritiska punkten y; stabil, och
Yy instabil (rita fasportréitt). Den soka stabila jamviktsnivan &ér alltsa

yo(c) = 20 4+ 4v/25 — 10c.



