KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Differentialekvationer och transformer III, SF1637.
Tisdagen den 11 januari 2011, kI 1400-1900.
Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa 16sningarna pa ett sadant sitt att berdkningar och resonemang ér litta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 dr avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter.

For betyg E krivs 3 godkidnda moduler.

Del 2 dr avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poing.
For betyg A krdvs forutom 3 godkidnda moduler dven 15 poidng pa del 2.

For betyg B krivs forutom 3 godkidnda moduler dven 11 poédng pa del 2.

For betyg C krivs forutom 3 godkinda moduler dven 7 poidng pa del 2.

For betyg D krdvs forutom 3 godkidnda moduler dven 3 podng pa del 2.

Uppgifterna 11-15 ger 4 poidng vardera.
Examinator: Hans Tranberg

Del 1

Modul 1.

d
Bestdm 16sningen till begynnelsevirdesproblemet d_y =y'-9 , y(0)=4.
X

Undersok y(x) da x vixer fran startvdrdet x, =0.
Losning:

Den erhallna differentialekvationen dr separabel. Konstantlosningarna saknar i detta fall intresse.
De stationdra l6sningarna dr y = +3.

dy
y* =9 dx B

Med y*-9=0 , y=3 omformas differentialekvationen till

b

dy_1

vilken kan skrivas ———— =
(y+3)(y-3)dx

-1 1 \d
Partialbraksuppdelning ger ( + )_y =6

y+3 y-3)dx -
Integration med avseende pa x ger: —1n|y + 3| + 1n| y - 3| =6x+ ln|C1| .
-3 -3 -3
Vi bestimmer y: In>—| = 6x +1n/C)| , Y22 _iCe™ , C=+C, ger 2o = Ce™.
+3 y+3 y+3
: 3Ce®™ +3
y=3=(y+3)Ce™, y—yCe®™ =3Ce™ +3 , y ="t 1=
1-Ce
1
Villkoret y(0) =4 ger C = = vilket insatt i den allménna I6sningen ger
3(e™ +7 In7 _ . In7
den sokta losningen y = (76 +6x ) , X # n6 . Existensintervallet ges av {x 1x < n?}
-e
For startvédrdet x, =0 dr y =4 och derivatan &r positiv.
In7
Detta innebdr att funktionen vixer och y blir obegrdnsad for x = n?
3(e™ +7 In7
SVAR: y = % , X < n? y viéxer obegrinsat.

Modul 2.
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dX 1
Positionen for en partikel ges av systemet o AX dir A = (4 1) .

Vidare giller for 2x2-matrisen A foljande ekvationer: A(lz) = (Z) och A( ;) =( 21) .
Bestdam den allménna 16sningen till systemet av differentialekvationer.

Avgor dven en partikels 6de om den vid tiden ¢ =2 befinner sig i punkten (2,2).

Losning:

For att bestimma den allménna 16sningen behovs tva linjédrt oberoende 16sningar till systemet.
Losningarna erhélles med hjidlp av matrisens egenvirden och tillhdrande egenvektorer.
Egenvirdena fas vanligtvis ur ekvationen 0 = det(A — AI), men i detta fall har vi ytterligare
information rorande matrisen A . Vi kan direkt ange egenvirden och tillhorande egenvektorer.
Vi omformar de givna ekvationerna.

1 3 1 1
A(Z) = (6) kan skrivas A(Z) = 3(2) , vilket innebér att A, =3 och en tillhérande

1 1
egenvektor ir K, =| _|. En16sning ges av X, =| _|e”".
b2 P2

1 -1 1 1
A( 2) =( 2) kan skrivas A( 2) = —1( 2) , vilket innebdr att A, = —1 och en tillhdrande egenvektor

1 1
ar K, =( 2). En 16sning ges avX, =( )e't

Den allminna 16sningen kan da skrivas som en linjarkombination av X, och X, .
1 1
Vierhdller X =¢ X, +¢,X, = cl(z)e& + cz( z)e"’.

Egenvirdena ir reella med skilda tecken.

Det innebdr att origo som dr den enda stationira punkten dr en sadelpunkt och dirmed instabil.
Partikeln placerad i punkten (2,2), vilken ej ligger pa “den stabila egenvektorn”,

Kommer att avldgsna sig obegrinsat.

1 1
SVAR: Den allmiinna 16sningen X = cl(z)e” + c2( 2)6".
Partikeln avldgsnar sig obegriinsat.

Modul 3.

I

e -1=<t=<1

Berikna fouriertransformen av funktionen f(¢) = .
0 for ovrigt

Observera att transformen skall ges pa reell form.
Losning:

Enligt definitionen pa fouriertransform giller att F { f (t)}(w) = f f(e ™ dt.

—

0 1
Insittning av aktuell funktion ger F { f (t)}(w) = f e dt + f e'e”dt.
-1 0

0 1
Forenkling ger F{f(t)}(a)) = fe_(l”“’)’dt + fe(l'i“’)’dt.
-1 0
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1+iw 1-iw _1

e
+ .
(1 iw) 1-iw
Detta uttryck skall ges pa reell form.
Satt pa gemensamt braksstreck.
(I-iw)E*™ =D+ +iw)e ™ -1) e(e” +e™) —iwe(e” —e ) =2
F{f()}() = o - ;
(I+iw)(1-iw) 1+w
e2cosw —iwe2isinw —2 2(e CcoSw + wesinw — l)

Integration ger F { f (t)}(w) =

vilket forenklat blir F{f(r)}(w) =
1+w? 1+’

2(ecosw + wesinw — 1)

SVAR: Den sokta fouriertransformen dr F { f (t)}(w) = 1
+o°

Del 2

11. Bestandet, y(¢), mitt i ton, av en viss fiskart i en viss sjo antas variera periodiskt
med tiden 7 , métt i méanader, enligt f6ljande:

y :s dndringshastighet (som kan vara béde positiv och negativ) &r proportionell

mot produkten av y och den periodiska faktorn cos %+
Pa morgonen den 17 maj (viljes som =0 ) dr y = 1 ton och den 17 augusti dr y = 3 ton.
Bestdim y () som funktion av 7 .
Bestidm dven nir fiskebestandet dr minst och ange dess minsta vérde.
Losning:
. . . d . .
Bestandet, y (¢) , uppfyller differentialekvationen dl =ky cos®-, ddr k &r en proportionalitetskonstant.
t
Den erhallna differentialekvationen dr separabel. Konstantlosningen saknar i detta fall intresse.

1d 6
Omformning ger: —7}; kcos % . Integration med avseende pd ¢ ger: In|y|= k—sin&t+A .
y T

i
A ;MHT ko sindt

Losuty: y==e"e = Ce

1=y(0)=C C=1
Vi bestimmer nu konstanterna med hjilp av villkoren osinad 1k .
3=y(3)=Ce™™ |e*=3, k,=In3

lnSSin-"h’(-L sind—L
6 6

Bestandet ges av y(7) =e¢ =3

1
Det minsta virdet, y = 37" = § ,erhéllesda sinZf =-1,t=9+12n,nEN.

sm

dy
SVAR: Bestandet uppfyller differentialekvationen E ky cos®+ och dr y(t) =3

Bestandet dr minst den 17 februari varje ar och ar lika med /3 ton.

12. a. Vad menas med att tva funktioner &r ortogonala pa ett intervall 0 < x < L ?

b. Undersok om f6ljden {sinx, sin2x, sin3x,.., sinnx,..... } ar ortogonal pa intervallet 0 < x <7 .
c. Vad menas med att en reellvérd funktion f &r periodisk med perioden 7" ?

d. Bestdm koefficienterna b, , n=1,2,3,.... sd att cos2x = Ebn sinnx da0<x <.

n=1

Losning:

L

a. Tva funktioner, f och g, dr ortogonala pa intervallet [0,L] da f f(x)g(x)dx =0.
0
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g

b. Vi undersoker om f sinnx sinmxdx =0 med n =m .
0
1 e
V.L. = Ef(cos(n — m)x — cos(n + m)x)dx
0

V.L.:z[
2] (

T

! sin(n + m)x] =0=H.L.
m)

0

sin(n —m)x —
n-—m)

c. Den reellvirda funktionen f &r periodisk med perioden 7' da f(x+T) = f(x) for alla x .
d. Koefficienterna b, , n=1,2,3,.... dr fourierkoefficienterna for den udda funktion,

som pa intervallet 0 < x < ges av f(x) = cos2x.

T
Koefficienterna ges av b, =g f cos2x sinnx dx -

T 0

n+2 n-2
1 [[1-cos(n+2)m 1-cos(n—2)n] 1-cosnm [T 1 1 71 _l-cosnmt 2n

b =— + = + =

nogl| n+2 n-2 ] 0" ln+2 n-2] T n2_y4
0, omn drjaimnt = 2.

b = 4n
n(n’ - 4)

b = i [sin(ax +2x) + sinex - 2x)bdx = {n = 2} = i[_ cos(n+2)x _ cos(n - 2)x]

, om n ir udda.

17 1 "
Vidare giller b, = —f{sin(4x)}dx - _[_ COZ4X:| ~0
T ) 7T N

©

Anmiérkning: En annan 16sningsvariant pa uppgift d &r att forst multiplicera cos2x = E b, sin nx

n=1
med sinmx och dérefter integrera dver intervallet 0 < x < och utnyttja ortogonaliteten hos foljden
{sinx, sin2x, sin3x,.., sin#nx,..... }

SVAR: a. Se ovan. b. Funktionsfoljden dr ortogonal. c. Se ovan.
d. Koefficienterna

[ 0 , omn &rjamnt.
b = 4
" + , om n &r udda.
n(n”-4)

13. Lat p och g vara kontinuerliga pa intervallet (a,b).
Lét x, vara en godtycklig punkt pa intervallet (a,b).
Vidare &r y, och y, 1osningar till differentialekvationen y” + p(x)y’ + g(x)y =0 pa intervallet
(a,b).
- f p(x)dx
Visa Abels formel W(x) = W(x,)e ®
W(x) dr Wronskianen till 16sningarna y, och y,.

Losning:
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y, och y, uppfyller differentialekvationen y” + p(x)y’ + g(x)y =0 , vilket innebér att vi far
. W+ Py +qx)y, =0
foljande system: {° , .
Yo + Xy, + q(x)y, =0
1 N

=W =NV

Wronskianen av y, och y, ges av W(x) =t

1 2
Vi omformar systemet sé att Wronskianen uppkommer i detta system.
Multiplicera den forsta ekvationen med y, och den andra ekvationen med y, samt bilda

differensen av mellan de nya ekvationerna.
O+ p()y +qx)y))y, =0 Yy + Yo%+ p(X)(=y1y, + ¥,3)=0
" ’ -y _ _ ’
(v, + P(x)y, + g(x)y,)y, =0 72 T 727 1Yo + Y

d ! ! ! ! d
_{y2yl - ylyZ} + p(X)() = ny,) =0, Ew(x) + p(x)W(x) =0.

dx
Vi har erhallit en differentialekvation i Wronskianen W(x).
1 dw
Differentialekvationen &r separabel () =-p(x).
W(x) dx
L1 dW(x) . 1

Integrera frin x, till x: [ dx=fﬂﬂﬂﬁghﬂV@ﬂ—MM“%ﬂ=f—p@yk

Xo

W(x) dx
}—p(x)dx
W(x)==W(x,)e"
For x lika med x, dr W(x) lika med W(x,) vilket ger W (x,) = =W (x,).
-}P(X)dx
Vi har fatt W(x) = W(x,)e ° . VSV.
SVAR: Se ovan.

14. Bevisa foljande pastaende:
Om f(¢) har Fouriertransformen F { f (t)}(a)) = f(w) och a=0 &r sadan att Fouriertransformen av

f(at) (betecknad som F{f(at)}) existerar sa ar F{f(at)}(a)) = ﬁf(%) .

Losning:
Enligt definitionen pa fouriertransform giller att F { f (at)}(w) = f f(at)e ™ dt.

Vi delar upp i tva fall. Ett da a >0 ochettda a <0.

Forst behandlar vi fallet a > 0.

Variabelbytet s = at och ds = adtger granserna t = : s =oorespektive t =-© : §=-0,
o F siotds 1~ w

Vi far F{f (anhw) = [ f(s)e ‘= fE.

Nu éver till fallet @ <0.

Variabelbytet s = at och ds = adtger granserna t = : §=—corespektive t =-0 : §=00,

. Free i O T e ds 1o
Vi far F{ f(an)}() = f e = f f@e == F ().
Vi sammanfattar: F { f (at)}(a)) = ﬁf(ﬂ) . VSV.

a a

SVAR: Se ovan.
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. N {x = Y& +1)

15. Bestdm alla stationéra 16sningar till systemet .
y=—x(x>+1)

Klassificera om mdjligt de stationdra punkternas karaktidr med avseende pa
stabilitet/instabilitet och typ( nod, spiral, centrum).
Bestidm dven 16sningskurvorna och speciellt den 16sning som gar genom punkten (x,y) =(3,4).
Losning:
Vi borjar med att bestimma de stationira ldsningarna.
De erhalles da hastighetsvektorn &r lika med nollvektorn.
0=y(x>+1)

Vi far foljande system: 5 .
0=-x(x"+1

Den enda stationdra 16sningen ir origo, dvs (x,y) = (0,0)

For att undersoka dess karaktir linjariserar vi det icke-linjdra systemet med hjélp av Jacobimatrisen.
y2x x*+1

-3x*-1 0 ) '

Jacobimatrisen i (x,y) =(0,0) ger en konstant matris vars egenvirden vi bestimmer.

Jacobimatrisen blir J(x,y) = (

0 1
J(0,0) = ( ! 0) Egenvirden fas ur ekvationen 0 = det(J(0,0) — AI).

3
I det linjariserade systemet dr (x,y) = (0,0) ett centrum.

Dock ger det ingen information rorande det icke linjédra systemet.
Vi 6vergar till att anvinda fasplanemetoden.

Vi far 0 = = A* +1 detta ger de imaginira Iosningarna A = +i.

Det ursprungliga systemet omformas enligt foljande: y'=+-=——5——=—

ooyt +) oy

Vi har erhallit en forsta ordningens differentialekvation.

Omformning ger 2yy’+2x = 0. Integrera med avseende pa x: x> +y’> =C.

Losningen genom punkten (x,y) = (3,4) dr x° +y° =25.

Saledes #r den stationdra 16sningen ett centrum.

SVAR: Den stationira 16sningen #r (x,y) = (0,0). Den sokta Iosningskurvan dr x* + y* =25.
Den stationira 16sningen (x,y) = (0,0) ir ett centrum.



