KTH Matematik

Tentamensskrivning i Differentialekvationer och transformer III, SF1637.
Mandagen den 17 oktober 2011, k1 0800-1300.

Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Redovisa losningarna pa ett sadant sétt att berdkningar och resonemang ar litta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 dr avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter.

For betyg E krivs 3 godkédnda moduler.

Del 2 dr avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poédng.

For betyg A krdvs forutom 3 godkidnda moduler dven 15 podng pa del 2.

For betyg B krivs forutom 3 godkinda moduler dven 11 poédng pa del 2.

For betyg C krivs forutom 3 godkénda moduler dven 7 podng pa del 2.

For betyg D krdvs forutom 3 godkidnda moduler dven 3 podng pa del 2.

Del 1

Modul 1. En termometer tas inifran ett rum och ut, dér temperaturen dr 5°C.

Efter 1 minut avldses 15°C och efter 2 minuter avldses 10°C. Vad dr rummets temperatur?
Ledning: Antag att Newtons avsvalningslag géller, dvs att avsvalningshastigheten dr
proportionell mot temperaturdifferensen.

Losning:

Lat T (¢) vara termometerns temperatur vid tiden 7 .

Vid tiden ¢t = 0 sammanfaller termometerns temperatur med rummets temperatur. Bestim 7(0).
Enligt den givna ledningen géller att: 7" = k(T - 5) , dér k 4r en proportionalitetskonstant.
Differentialekvationen kan omformas till: 7" — kT = -5k .

Vi skriver direkt upp 16sningen som summan av allmédnna homogena l6sningen plus en
partikuldrldsning: T(f) = Ce" +5.

15=T(1)=Ce*+5 |10=Ce* |2=¢", k=-In2
10=T(Q2)=Ce* +5 |5=Ce* |5=Ce*"?=C27, C=20

Termometerns temperatur ir 7(f) =20e™"™> +5 =20- 2" +5 och T(0) =20- 1+5 =25
SVAR: Rummets temperatur dr 25°C.

De givna villkoren ger: {

Modul 2.

L&t y,(x) = 3x, y,(x) = x +2x°, y,(x) =2x+5x> och y,(x)=7x + x” vara losningar
till en linjar homogen differentialekvation av ordning tva.

Vidare dr y, = xInx , x >0 16sning till motsvarande inhomogena differentialekvation.
Bestdm den 16sning till den inhomogena differentialekvationen som uppfyller
villkoren y(1) =0 och y'(1) = 3.

Losning:

Den allménna 16sningen till en linjér differentialekvation av ordning tva bestar av summan av den
allminna homogena 16sningen och en partikulédrlosning till den inhomogena
differentialekvationen.

Av de givna homogena losningarna viljer vi tva linjédrt oberoende 16sningar.

Vi viljer y, = x och y, = x°.

De givna losningarna kan erhillas som linjirkombinationer av y, = x och y, = x’
Den allménna 16sning till den inhomogena differentialekvationen kan skrivas som



y(x) =c,x+c,x” +xInx.
. 1
For att bestimma konstanterna behovs dven derivatan. y'(x) =c¢, +c¢,2x+Inx +x— .
X
c,=2

ilket g .
vilket ger {Cl _»

: : 0=y =c¢ +c,+0
Inséttning av villkoren ger
3=y(D)=c,+c,2+1
Vi fir y(x) = -2x+2x° + xInx

SVAR: Den sokta 1osningen dr y(x) = -2x +2x” +xInx.

Modul 3.

Undersok om f,(x) = x och f,(x) = x* ir ortogonala pa intervallet (—2,2).
2

Den inre produkten ges av f fi(x) f,(x)dx . Bestdm direfter konstanterna c, och ¢, sa att
-2
f,(x) = x +¢,x” +c,x blir ortogonal mot bdde f, och f, p4 samma intervall.

Losning:
Vi undersoker om funktionerna &r ortogonala genom att forst bestimma den inre produkten
mellan dessa. Om den inre produkten ir lika med noll sa &r funktionerna ortogonala.

2 2 2
f fi(x) fo(x)dx = f xx’dx = f x’dx =0, ty udda funktion och origosymmetriskt intervall.
) -2 -2

Den inre produkten dr lika med noll och séledes dr funktionerna ortogonala.
Vi skall bilda ett ortogonalt system med hjilp av funktionerna f,, f, och f; .

2 2
Inre produkten mellan f; och f; lika med noll ger: 0 = ffl(x)f3(x)dx = fx(x + clx2 +c2x3)dx
-2

-2

2 2
Inre produkten mellan f,och f; lika med noll ger: 0 = ffz(x)f3(x)dx = fxz(x + c1x2 + c2x3)dx
-2

-2
23 25
0=2(—+c2—) 5
37725 ) e, =2

Vi erhéller f6ljande system: X 12 .

2

0= 2(c1 —) ¢, =0
5
i i 5 5
Det polynom f, som dr ortogonalt mot f, och f, dr f,(x) =x - o x’
5

SVAR: f(x)=x och f,(x) = x* ir ortogonala pa intervallet (=2,2). ¢, =0 och ¢, = 17
Del 2

11. a) En I6sning till begynnelsevirdes problemet y' = y*, y(0) =0 ges av y =0.

Ar 16sningen entydig?

b) y = x* éir en 16sning till y' = 373, y(0) = 0.

Ar 16sningen entydig?

c) Ange det storsta intervall i vilket 16sningen till ekvationen y’ = 3x*(y*> +1), y(I) =1 existerar.
Ar 16sningen entydig?

Losning:



df (y)

a) Funktionen f(y)=y* och dess derivata Ty 4y® 4r kontinuerliga.
Y

Enligt entydighetssatsen &dr 16sningen entydig.

b) Losningen ir ej entydig, ty en annan 16sning till begynnelsevirdes problemet &ry =0
¢) Vi bestammer forst 10sningen till differentialekvationen och bestaimmer dérefter

' 2
integrationskonstanten. Ekvationen &r separabel och vi far | 32 =3x7,

Integration med avseende pa x ger: arctany = x° + C.

T -1
Bestidm integrationskonstanten. Villkoret ger: C =arctanl —1 = 1 -1= nT
. , mw-4 ; mw-4
Inséttning ger: arctany = x~ + 4 y =tan x~ + 1)
-4
Vi har att —g <arctany < E vilket ger foljande olikheter —E <X+ T 2 < g

Losut x: —37+1<x <—+1 %/37[ 4<x< il

f(x,y) =3x*(y>+1) och % = 3x”2yir kontinuerliga.

Enligt entydighetssatsen édr 16sningen entydig.
SVAR: a) Entydig b) Ej entydig

) ) ) . 3n-4 T+4
c) Entydig och existensintervallet dr {x : — 2 <x <3 2 .

12. Klassificera med avseende pa stabilitet och typ de kritiska punkterna till ett plant autonomt
system svarande mot den icke-linjira andra ordningens differentialekvation x” — (x> = 1)x’+x =0.
Losning:

Vi skriver om differentialekvationen genom att sitta y = x’ och y' = x" = (x* = 1)x’' —x

x!
y!
Den enda kritiska punkten dr origo.

Vi undersoker typ och stabilitet genom att linjarisera med hjilp av Jacobimatrisen och bestimma
dess egenvéirden.

y x' 0
Vi far( ) = ( (x> =1)y - x) . I de kritiska punkterna dr hastighetsvektorn ( y’) = (0)

0 1
Jacobimatrisen J(*,Y) = (2)@7 1 2o 1)

Inséttning av den kritiska punkten ger den konstanta matrisen vars egenvirden bestimmes.

0 1
J(0,0)=(_1 _1)=A
Egenvirdena fas ur ekvationen det(A — Al) =
-A 1
-1 -A-1

: 1y 3 .
=A+A+1l= )»+5 +Z A=——xi—




Vi har komplexa egenvirden med negativ realdel.
Det innebdr att den stationéra losningen (kritiska punkten) dr en stabil spiral.
SVAR: Den stationira 16sningen &r en stabil spiral.

13.a) Definiera begreppet fundamentalmatris.
b) Lat @ vara en given fundamentalmatris till systemet X' = AX.
Bestdm utgéende fran detta den konstanta matrisen A .

e’ 364’)

—e™ 2eY)
Losning:
a) Fundamentalmatrisens kolonner bestar av de linjért oberoende 16sningarna till systemet.
b) Eftersom varje kolonn i fundamentalmatrisen satisfierar systemet sa satisfierar dven
fundamentalmatrisen systemet. Vi fir @ = A® vilken multipliceras frén hoger med inversen till
fundamentalmatrisen. Existensen av inversen ar sdkerstilld ty fundamentalmatrisen bestar av
linjéirt oberoende kolonner. Vi fir @@ = APD™ vilket ger A = PP
¢) Nu dver till att bestimma den konstanta matrisen A .

—e! 12e4’)

e’ 8e"

Hir finns flera olika végar. En kort vég &r att betrakta fundamentalmatrisen for # =0.

¢) Tillampa b) pa fundamentalmatrisen ® =

Vi behover derivatan av fundamentalmatrisen. @' = (

13 a2 3
Fundamentalmatrisen ar ® = | o) vars invers ar © =5l 1)

-1 12
Derivatan av fundamentalmatrisen for # =0 dr @' = ( )

1 8
b " . A = D -1 12\1(2 -3\ 1(10 15 2 3
en sokta konstanta matrisen ar A = =1 gl5li 1/75ko 517l )
) 4 2 3

SVAR: a) Se ovan. b) Den konstanta matrisen dr A =®'®d™" | ¢) A = 5 1)

e’ 3e*
Anmiirkning: ¢) Det ger samma resultat om ® = g anvindes.

—-e e

a
Vidare kan de tva linjirt oberoende 16sningarna sittas in i systemet X' = ( d)X och dérvid
c

erhélles ett linjért system med fyra ekvationer och fyra obekanta.

14. Funktionen f(x) har fouriertransformen F(f)(w) = f(a)) = f f(x)e ™ dx =

—00

v, -1<w<l1
0 , forovrigt
a) Bestim f(x).
2

b) Bestdm fouriertransformen av R
x

Losning: a) Vi tar den inversa transformen




1% 1 e iox 1 1 . iox
FO0) =FE@)00) =5 f ) do =~ f i dw

Partiell integration ger

1! _ i R ! 1L 1 le* +e™ 1
=— |iwedw =—1|w -— | 1edw =— -—
J ) 2n_fll 275“ ' L ix“_l; } 27 X X

eiwx ]]
X 1

X

£ 1 [e®"+e™ e*—-e™ e +e™ e —-e™ cosx sinx
X)=— —_ = = —_
21 2 2 2mix? o

ix
XCOSX —sinx
f(x)= I
b) Vi vet att F(f)(w) = (iw)F(f)(w) . Detta ger att
i’ , -l<w<l1

F(f)(o) = (iw)*F(H)(w) = -0 F()(®) ={

0 , for ovrigt

SVAR: a) f(x) = Yl b F(f")(w) =

. . 3
XCOSX —SInx —-iw” ,-1l<w<l1
0 , for ovrigt

15. a) Vad menas med att tva funktioner f och g &r ortogonala pa ett intervall {t O0=t=< L}
L

med den inre produkten f f(Hg(t)dt ?
0

b) Visa att {sin nt};:l ar ortogonal pa intervallet {t O0=t=< n} med

den inre produkten f f(Hg(t)dte.
0

c) Tilldela funktionen f fourierserien Ebn sinnt och g fourierserien EBm sinmt .

n=1 m=1
Uttryck integralen f f(t)g(t)dt i fourierkoefficienterna.
0

Losning: a) Tva funktioner f och g &r ortogonala pa ett intervall da inre produkten &r noll.

T
b) Vi visar att inre produkten f sinnt- sinmtdt =0, n=m .

0
n

fsinnt- sinmtdt = f%(cos(n —m)t —cos(n + m)t)dt = {n %= m
0 0

-0

! 1 [sin(n —m)t sin(n+m)t|"
n-m n+m |,

T

T 1
For n =m erhilles fsinm‘- sinntdt = f—(l — cos2nt)dt = uy
0 o 2 2



¢) Inséttning av fourierserierna i integralen f f()g(t)dt ger:

0
} f(g(t)dt = _nf i b, sin nti B, sinmtdt =i b, }sin nti B, sinmtdt =i b, i B, _nf sinnt sin mtdt
0 n=1 0 m=1 n=1 m=1 0

0 n=1 m=1

Z FOg(t)dt ={n = m} = 2@(3” g) - ggann

SVAR: a) Tva funktioner f och g &r ortogonala pa ett intervall da inre produkten &r noll.
b) Se ovan.

o [ Fistdi = giann



