
Lösningsförslag till tentamensskrivning i SF1637, Differentialekvationer och transformer III.
Tisdagen  den  8 januari  2013, kl   1400-1900.

Hjälpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa lösningarna på ett sådant sätt att beräkningar och resonemang är lätta att följa.
Svaren skall ges på reell form.

Del A
1. Befolkningen i ett litet samhälle växer med en hastighet som är proportionell mot befolkningen.
Den ursprungliga befolkningen är 500 personer.
Efter 5 år är befolkningen 1000 personer.
Ställ upp tillhörande begynnelsevärdesproblem.
Hur stor är befolkningen efter 15 år ?
Lösning:
Låt P(t)  vara befolkningsmängden vid tiden t .

Vår modell representeras av begynnelsevärdesproblemet 
dP(t)

dt
= kP(t) ,  P(0) = 500, P(5) = 1000

k  är en proportionalitetskonstant.

Den allmänna lösningen till differentialekvationen är P(t) = Ae kt .

Villkoret P(0) = 500  ger  A = 500 och P(t) = 500ekt .

Villkoret P(5) =1000  ger 1000 = 500e5 t, 2 = e5 t ,t =
1

5
l n 2 .

Befolkningsmängden vid en godtycklig tidpunkt t  ges av P(t) = 500e
t

1

5
ln2

= 500e ln2
t

5

= 500 ⋅ 2
t

5 .

Efter 15 år är befolkningsmängden P(15) = 500 ⋅ 2
15

5 = 500 ⋅ 23 = 4000  .

SVAR: Efter 15 år är befolkningsmängden 4000  personer.

2. Antag att en partikels rörelse styrs av systemet 
′ x 

′ y 

 
 
  

 
=

−2 −10

1 0

 
 
  

 
x

y

 
 
  

 
.

Vad händer med en partikel placerad i punkten (2,3)  efter lång tid.
Bestäm vidare den allmänna lösningen till systemet.
Lösning:
Bestäm först matrisens egenvärden.

De erhålles ur ekvationen 0 = det(A − I)  där A =
−2 −10

1 0

 
 
  

 
.

Vi får 0 =
−2 − −10

1 −
= 2 + 2 + 10 = ( + 1) 2 + 9 . Egenvärden är = −1 ± 3i .

En partikel placerad i punkten (2,3)  hamnar  efter lång tid i origo ty realdelen av egenvärdet är negativt.
Den allmänna lösningen är en linjärkombination av två linjärt oberoende lösningar.
Vi börjar med att bestämma en komplex lösning och då behövs även en egenvektor.
Vi tar egenvärdet = −1 + 3i  och sätter in det i ekvationen  (A − I)K = 0 .

−2 − (−1 + 3i) −10

1 0 −(−1 + 3i)

 
 
  

 
K = 0   , 

−1− 3i −10

1 1− 3i

 
 
  

 
K = 0 , K =

1 −3i

 − 1

 
 
  

 
.

En komplex lösning är Z = e ( −1+ 3i) t
1 − 3i

 −1

 
 
  

 
.

Real- och imaginärdel av den komplexa lösningen ger två linjärt oberoende lösningar.
Vi omformar den komplexa lösningen.



Z = e− t cos3t + i sin3t( )
 1

−1

 
 
  

 
− i

3

0

 
 
  

 
 
 
  

 
 

Z = e− t cos3t
 1

−1

 
 
  

 − i2 sin3t
3

0

 
 
  

 
 
 
  

 
 + i −cos3t

3

0

 
 
  

 + sin3t
 1

−1

 
 
  

 
 
 
  

 
 

Z = e− t
cos3t + 3 s i n 3   t

       cos3  t

 
 
  

 
+ ie− t

−3 c o s 3   t + s in3   t

         −s i n 3   t

 
 
  

 

X1 = ReZ = e−t
cos3t + 3 s i n 3   t

       cos3  t

 
 
  

 
 och  X2 = Im Z = e−t

−3 c o s 3   t + s in3   t

         − s i n 3   t

 
 
  

 
 .

Den allmänna lösningen är

X = c1X1 + c2X2 = c1e
− t

cos3t + 3 s i n 3   t

       cos3  t

 
 
  

 
+ c2e−t

−3 c o s 3   t + s in3   t

         − s i n 3   t

 
 
  

 
.

SVAR En partikel placerad i punkten (2,3)  hamnar  efter lång tid i origo.
Den allmänna lösningen är

X = c1X1 + c2X2 = c1e
− t

cos3t + 3 s i n 3   t

       cos3  t

 
 
  

 
+ c2e−t

−3 c o s 3   t + s in3   t

         − s i n 3   t

 
 
  

 
.

3.  Låt f (t)  vara signalen f (t) = (t + 1) − (t − 1) + (t − 2), − ∞ < t < ∞ ,

där (t)  är Heavisides stegfunktion och (t) är en Dirac-puls.
a) Beskriv signalen med lämplig figur eller i ord.
b) Beräkna Fouriertransformen av  f .
Lösning:
a)  Vi skisserar signalen. Se nedan.

                                                     f(t)

                                                       1

                                          -1                          1             2                    t

b) Vi fouriertransformerar f  och utnyttjar linjariteten.

F f(t){ } = F (t +1) − (t − 1){ } + F (t − 2){ }

F (t + 1) − (t − 1){ } = e−i tdt
− 1

1

∫ = cos tdt
−1

1

∫ − i sin tdt
−1

1

∫
Den andra integralen är lika med noll, ty integranden är en udda funktion och intervallet är origosymmetriskt.

F (t + 1) − (t − 1){ } =
sin t 

 
 
 −1

 1

=
sin − sin(− )

=
2sin

F (t − 2){ } = (t − 2)e−i tdt
−∞

∞

∫ = Enligt definitionen av Diracs -funktion.{ } = e− i t

t = 2

F (t − 2){ } = e− i2 = cos2 − is i n 2  

F f(t){ } =
2sin

+ cos2 − isin2 =
2sin + cos2

− i sin2

SVAR  a) Se ovan. b) F f(t){ } =
2sin + c o s 2  

− i sin2



4. Bestäm den lösning till differentialekvationen x 2 ′ y + 3xy =
sin x

x
 ,  x > 0

som uppfyller villkoret y( ) = 0 .
Lösning:
Den givna differentialekvationen är  linjär  av första ordningen.
Den omformas  till normalform och därefter  bestämmes  en integrerande faktor.

Först på normalform. ′ y +
3

x
y =

sin x

x3  .

En integrerande  faktor är e
3

x
dx∫ = e3ln x = e ln x 3

= x3 .
Multiplicera  ekvationen  på normalform  med  integrerande  faktor.

Då erhålles  x 3 ′ y + 3x2y = sinx . ( Man kan direkt  omforma den givna differentialekvationen.)

Vänstra ledet  är en derivata. (x 3y ′ ) = sinx . Integrera map x : x 3y = −cosx + C .

Villkoret  ger  0 = −cos + C  ,  C = −1 . Insättning ger: x 3y = −cosx − 1 , y =
−1− cosx

x 3 .

SVAR: Den lösning som uppfyller differentialekvationen och villkoret är y =
−1− cosx

x 3  .

5. Antag att (x +1) ′ ′ y + x ′ y − y = 0  ,  x > 0 . En lösning till denna  ekvation är y(x) = e−x
.

Bestäm allmänna lösningen.
Lösning:
En lösning är given. Använd reduktion av ordning.

Insättning av y = e− xz  ,  ′ y = e− x ′ z − e− xz  ,  ′ ′ y = e− x ′ ′ z − 2e− x ′ z + e− xz  i differentialekvationen ger:

(x +1)(e − x ′ ′ z − 2e −x ′ z + e −x z ) + x (e −x ′ z − e −x z ) − e − xz = 0 , (x +1) ′ ′ z + ′ z (−2 (x +1)+ x) = 0 .

Reducera ordningen. Sätt: u = ′ z ,  ′ u = ′ ′ z . (x +1) ′ u + u(−2 − x ) = 0
′ u 

u
=

x + 2

x +1
= 1 +

1

x +1
 .

Integrera map x: ln u = x + ln x +1 + ln C1  , u = ±C1(x +1)ex = C2 (x +1)ex
, ′ z = C2 (x +1)ex

.

Integrera map x: z = C2xe x + C3 .   y = e− xz = e−x (C2xe x + C3) = C2x + C3e
− x

.

SVAR: Den allmänna lösningen är y = C2 x + C3e
− x

.

   6. Bestäm och klassificera de kritiska  punkterna till systemet: 
′ x = −3x + y2 + 2

′ y = x − y2          

 
 
 

.

Lösning:
Bestäm först de kritiska punkterna. I de kritiska punkterna är tangentvektorn lika med nollvektorn.

Tangentvektorn 
′ x 

′ y 

 
 
  

 
=

−3x + y2 + 2

  x − y2

 

 
  

 
 .

Vi erhåller följande icke-linjära ekvationssystem:

−3x + y2 + 2

  x − y2

 

 
  

 
 =

0

0

 
 
  

 
 , 

x − 3x + 2 = 0

y = ±x
 
 
 

 .

De kritiska punkterna är: (1,1)  och (1, −1).
För att klassificera de kritiska punkterna studeras dessa lokalt. Vi kan då antingen införa ett nytt koordinatssystem med
origo i den kritiska punkten och ta med den linjära delen av systemet eller direkt bestämma Jacobimatrisen i den kritiska
punkten. Vi väljer det senare.



Tangentvektorn 
′ x 

′ y 

 
 
  

 
=

−3x + y2 + 2

  x − y2

 

 
  

 
 = g(X) ger oss Jacobimatrisen ′ g (X) =

−3 2y

1 −2y

 
 
  

 
.

Insättning av respektive punkt ger oss en matris, vars egenvärden avgör typ och stabilitet.
Egenvärdena  till en matris A erhålles ur ekvationen det(A − I) = 0 .

Punkten (1,1)  ger ′ g (1,1) =
−3 2

1 −2

 
 
  

 
 och vi får 0 =

−3 − 2

1 −2 −
= 2 + 5 + 4 = ( +1)( + 4) .

Skilda reella egenvärden som är negativa innebär att den kritiska punkten är en stabil nod.

Punkten (1, −1)  ger  ′ g (1, −1) =
−3 −2

1 2

 
 
  

 
 och vi får 0 =

−3 − −2

1 2 −
= 2 + − 4 = ( +

1

2
)2 −

17

4
.

Skilda reella egenvärden med olika tecken innebär att den kritiska punkten är en sadelpunkt och därmed instabil.

SVAR: (1,1)  är en stabil nod. (1, −1)  är sadelpunkt och därmed instabil.
     

Del B
7. I en enkel populationsmodell  för antalet individer, P( t ) , är den relativa tillväxthastigheten konstant, a .
I en annan modell är den relativa tillväxthastigheten summan av två termer.
Den ena termen är en positiv konstant, a  , och den andra termen är proportionell mot populationen med en negativ
proportionalitetskonstant, b .
En tredje modell erhålles genom att korrigera den andra modellen på följande sätt:
avlägsna ett konstant antal  per tidsenhet, c .  Ställ upp dessa modeller.
Studera därefter vad som händer efter lång tid, då konstanterna sätts till a = 5 , b = −1  och c = 4 .
Lösning:
Vi börjar med modellerna.

Modell 1: 
1

P

dP

dt
= a  ,  

dP

dt
= aP.

Modell 2: 
1

P

dP

dt
= a + bP ,  

dP

dt
= P(a + bP)  ,  b < 0 .

Modell 3: 
dP

dt
= P(a + bP) − c .

Nu över till analysen och med de numeriska värdena på konstanterna a , b  och c .

Modell 1: 
dP

dt
= 5P > 0  då P > 0 . P  växer obegränsat då t  växer.

Modell 2: 
dP

dt
= P(5 − P) . Det finns två stationära lösningar: P = 0 och P = 5.

Studera faslinjen.
                              0                                       5                                     P
P = 5 är en asymptotiskt stabil lösning. Efter lång tid kommer blir P = 5 .

Modell 3: 
dP

dt
= P(5 − P) − 4 = 5P − P2 − 4 = (P −1)(4 − P) .

Det finns två stationära lösningar: P = 1 och P = 4.
Studera faslinjen.
                              0                1              4                                            P
Efter lång tid blir P : 0  då P < 1, 1  då P = 1  och 4  då 1 < P.

SVAR: Modell 1: 
1

P

dP

dt
= a  ,  

dP

dt
= aP.  P  växer obegränsat då t  växer.

Modell 2: 
1

P

dP

dt
= a + bP ,  

dP

dt
= P(a + bP)  ,  b < 0 . Efter lång tid kommer blir P = 5 .

Modell 3: 
dP

dt
= P(a + bP) − c . Efter lång tid blir P : 0  då P < 1, 1  då P = 1  och 4  då 1 < P.



8.  y1(x) = 2x,  y2(x) = x − 3x 2,  y3(x) = 3x − 4x2  och y4(x) = 6x − 7x2 är ett antal lösningar till

en homogen   differentialekvationen på formen x2 ′ ′ y + ax ′ y + by = 0, x > 0 . Vidare är yp = xln x  en

partikulärlösning till den inhomogena differentialekvationen x2 ′ ′ y + ax ′ y + by = f (x), x > 0.
Bestäm den inhomogena differentialekvationen.
Ange även den lösning som uppfyller villkoren y(1) = 4 ,  ′ y (1) = 6 .
 Lösning:
För att bestämma den allmänna lösningen till en linjär differentialekvation av ordning två behövs två linjärt
oberoende lösningar till den homogena differentialekvationen och en partikulärlösning till den inhomogena

differentialekvationen. Två linjärt oberoende lösningar till den homogena ät yI(x) = x  och yII(x) = x 2 .

Den allmänna lösningen till x2 ′ ′ y + ax ′ y + by = f (x), x > 0 ges av y = Ax + Bx2 + x lnx .

Vi behöver förstaderivatan: ′ y = A + 2Bx + ln x + 1.

Villkoren y(1) = 4 ,  ′ y (1) = 6  ger 
4 = y(1) = A + B

6 = ′ y (1) = A + 2B +1
 
 
 

4 = A + B

5 = A + 2B
 
 
 

 
A = 3

B = 1
 
 
 

 .

Den sökta lösningen är y = 3x + x2 + x ln x .
Nu över till att bestämma differentialekvationen.

 yI(x) = x  och yII(x) = x 2  sättes in i x2 ′ ′ y + ax ′ y + by = 0 ,

x20 + ax1 + bx = 0

x2 2 + ax2x + bx2 = 0

 
 
 

  
a + b = 0

2 + 2a + b = 0
 
 
 

  
a = −2

b = 2
 
 
 

 .

Den homogena differentialekvationen blir x2 ′ ′ y − 2x ′ y + 2y = 0
Insättning av yp = xln x  i den inhomogena differentialekvationen ger

f (x) = x2 1

x
− 2x(ln x + 1) + 2x ln x = −x  .

Den sökta inhomogena differentialekvationen är x2 ′ ′ y − 2x ′ y + 2y = −x  .

SVAR   Den sökta differentialekvationen är x2 ′ ′ y − 2x ′ y + 2y = −x  .

              Den sökta lösningen är y = 3x + x2 + x ln x .

9. Bestäm om möjligt produktlösningar u(x ,y) = X(x)Y(y)  till

den partiella differentialekvationen 
2u

x2 +
2u

y2 = 0 .

Lösning:
Vi använder oss av variabelseparation. Sätt u(x,y ) = X (x)Y (y ) .

Insättning i den givna differentialekvationen(Laplaceekvation) ger: ′ ′ X (x)Y (y ) + X (x) ′ ′ Y (y ) = 0 .

Utför division med X (x)Y (y)  och separera variablerna: 
′ ′ X (x)

X (x)
= −

′ ′ Y (y)

Y (y)
= konstant = ∈R .

Vi erhåller systemet: 
′ ′ X (x) − X(x) = 0

′ ′ Y (y ) + Y (y) = 0

 
 
 

. De tre fallen > 0 , = 0  och < 0  undersökes.

= 2 > 0 ,  ∈R

X (x) = A1e x + B1e
x

Y (y) = C1 cos y + D1sin y

 
 
 

        u(x,y ) = (A 1e
x + B1e x )(C1cos y + D1sin y)

= 0

 
X (x) = A 2x + B2

Y (y) = C2y + D2

 
 
 

                         u(x,y ) = (A 2x + B2)(C2y + D2)

= − 2 < 0 ,  ∈R



X (x) = A 3 cos x + B3sin x

Y (y) = C3e y + D3e− y

 
 
 

        u(x,y ) = (A 3 cos x + B3 sin x)(C3e y + D3e− y )

SVAR: Vi erhåller följande produktlösningar:

            = 2 > 0 ,  ∈R      u(x,y ) = (A 1e
x + B1e x )(C1cos y + D1sin y)

            = 0           u(x,y ) = (A 2x + B2)(C2y + D2)

            = − 2 < 0 ,  ∈R   u(x,y ) = (A 3 cos x + B3 sin x)(C3e y + D3e− y )

10.   Låt Φn(x){ }n=1

∞
 vara en följd av ortogonala funktioner på intervallet 0,L[ ] .

De kontinuerliga funktionerna f  och g  kan utvecklas i denna följd på intervallet 0,L[ ] .

f  har utvecklingen  anΦn (x)
n=1

∞

∑  och g  har utvecklingen  bmΦm(x)
m = 1

∞

∑ ,

Bestäm koefficienterna an  och bm .

Härled ett uttryck för integralen f (x)g(x)dx
0

L

∫  med hjälp av koefficienterna an  och bm .

Lösning:

f (x) = anΦn (x)
n =1

∞

∑ = a1Φ1(x) + a2Φ2 (x) + ... + anΦn(x) + .....

Multiplicera ekvationen med Φm (x )  och integrera över intervallet 0,L[ ] .

f (x)Φm(x)dx
0

L

∫ = a1 Φ1(x)Φm(x)dx
0

L

∫ + a2 Φ2(x)Φm(x)dx
0

L

∫ + ... + an Φn(x)Φm(x)dx
0

L

∫ + ...

Eftersom den givna funktionsföljden är ortogonal blir varje integral på höger sida lika med noll utom då n = m .

Ekvationen blir då f (x)Φm(x)dx
0

L

∫ = am Φm(x)Φm(x)dx
0

L

∫ , dvs am =
f (x)Φm( x)dx

0

L

∫

Φm(x)Φm(x)dx
0

L

∫
.

Analogt erhålles att bm =
g(x)Φm(x)dx

0

L

∫

Φm(x)Φm(x)dx
0

L

∫
   .

Nu över till f (x)g(x)dx
0

L

∫  . Sätt in utvecklingarna av f  och g  i integralen.

Vi får

f (x)g(x)dx
0

L

∫ = anΦn(x)
n =1

∞

∑ bmΦm (x)
m =1

∞

∑ dx
0

L

∫ = anΦn(x)
n =1

∞

∑ (b1Φ1(x) + b2Φ2(x) + ... + bmΦm(x) + .....)dx
0

L

∫

f (x)g(x)dx
0

L

∫ = an
n =1

∞

∑ Φn (x)(b1Φ1(x) + b2Φ2(x) + ... + bmΦm(x) + .....)dx
0

L

∫
Eftersom den givna funktionsföljden är ortogonal blir varje integral på höger sida lika med noll utom då n = m .

Vi får f (x)g(x)dx
0

L

∫ = an
n =1

∞

∑ Φn (x)bnΦn (x)dx
0

L

∫ = an
n =1

∞

∑ bn Φn (x)Φn (x)dx
0

L

∫



SVAR:  am =
f (x)Φm( x)dx

0

L

∫

Φm(x)Φm(x)dx
0

L

∫
  , bm =

g(x)Φm(x)dx
0

L

∫

Φm(x)Φm(x)dx
0

L

∫
  , f (x)g(x)dx

0

L

∫ = an
n =1

∞

∑ bn Φn(x)Φn (x)dx
0

L

∫


