L dsningsforslag till tentamensskrivning i SF1637, Differentialekvationer och transformer 111.
Tisdagen den 8januari 2013, kI 1400-1900.
Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del A
1. Befolkningen i ett litet samhélle véxer med en hastighet som &r proportionell mot befolkningen.
Den ursprungliga befolkningen &r 500 personer.
Efter 5 &r & befolkningen 1000 personer.
Stall upp tillhérande begynnel sevardesproblem.
Hur stor & befolkningen efter 15 & ?
L 6sning:
Lat P(t) varabefolkningsmangden vid tiden t.
dP(t
V& modell representeras av begynnel sevérdesproblemet % =kP(t), P(0) = 500, P(5) =1000
K & en proportionalitetskonstant.
Den allménnalésningen till differentialekvationen & P(t) = Ae.

Villkoret P(0) = 500 ger A =500 och P(t) = 500€.
Villkoret P(5) =1000 ger 1000 = 500e”, 2 =€*,t = —;| n:.

td1

n2 1'5 =
Befolkningsmangden vid en godtycklig tidpunkt t gesav P(t) = 500e®> = 500e'™" =500 %25 .
15

Efter 15 & & befolkningsméngden P(15) =500%2 5 = 50052° = 4000 .

SVAR: Efter 15 & &r befolkningsméngden 4000 personer.

2. Antag att en partikels rorelse styrs av systemet % s .
ytlra e 1 0 eye

Vad hander med en partikel placerad i punkten (2,3) efter lang tid.

Bestém vidare den allménnaldsningen till systemet.

L 6sning:

Bestam forst matrisens egenvérden.

@2 - 10
Deerhélles ur ekvationen O = det(A - Al) dar A =% .
el Og
- o -2->\' -10 2 2 e P >
Vifar 0= N =AT+20+10=(A+D "+ 9 .Egenvardenar A =- 1% 3.

En partikel placerad i punkten (2,3) hamnar efter Iang tid i origo ty realdelen av egenvardet & negativt.
Den allmannaldsningen & en linjarkombination av tva linjart oberoende |6sningar.

Vi borjar med att bestamma en komplex |6sning och d& behdvs dven en egenvektor.

Vi tar egenvérdet A =- 1+ 3 och sétter in det i ekvationen (A- M)K =0.

eeZ- (-1+3) -10 o, Eel- 3i -100 é 3|0

1 O-(-1+3i);th_0'é 1 13

3
En komplex l6sning & Z =e* 1+3')té' 1 ;

Real- och imaginérdel av den komplexa |Gsningen ger tva linjart oberoende |Gsningar.
Vi omformar den komplexalésningen.



?oo
Z =¢ '(cos3t +i sin3t ? 10 o

- E?l('j . 5360 . eso' . geldj
=e ¢ - T+ 9- + -
Z=e écos'sté_ i sm3té g |é COoS3tY o S|n3té_

0S3t +3sin3 tg 3cos3t+sin3 ty
Z=e‘t§lg 0+ie"? ) 0
e cos3t @ e -sin3t a

0s3t +3sin3 t¢ 3cos3t+sin3 t;

X, =Rez =& Ooch X, =Imz=e'E 0

e cos3t @ e -sin3t g

Den allménna l6sningen &r

egos3t+35|n3to 3cos3t+sin3 ty
+C,€e

X=¢X, +c,X,=ce 3
G ~G cos3dt g e -sin3t a
SVAR En partikel placerad i punkten (2,3) hamnar efter 1ang tid i origo.
Den allménna l6sningen &r
§053t+35|n3t0 te-33COS3t+SIn3 ty
+C, e

X=¢gX, +¢c,X,=ce
G ~G cosdt @ -sin3t o

3. Lé f(t) varasignden f (1) =0 (t+1) -0(t- D+0(t- 2), - ¥ <t<¥,

dér 0 (t) & Heavisides stegfunktion och § (t) & en Dirac-puls.

a) Beskriv signalen med lémplig figur eller i ord.

b) Berskna Fouriertransformenav  f .

L &sning:
a) Vi skisserar signalen. Se nedan.
f(tx
1
' >
-1 1 2 t

b) Vi fouriertransformerar f och utnyttjar linjariteten.
LT} = Flo +D - o(t- 2} + Ha(t- )}
Flot+D-0(t- D} = oe "l = O:OSmtdt - |@mcotdt
Den andraintegralen &r Ilka med noll, ty mtegranden ar en udda funktion och intervallet & origosymmetriskt.
)= gsinot :Slnoo sin(- w) _ 2N
é a, ® ®

Fot+1- e(t-

F{o(t- 2)} = Cf)(t- 2)e’""dt = {Enligt definitionen av Diracs 8 -funktior}. =& | _

=2

F{o(t- 2} =€ ™ = co2w - isin2w
i +
F ft)} = 29N0 | 090 - isin2e = SN OO0 o,
w

' +
SVAR @) Seovan. b) F{ f(t)} = 28N +®C0S20 iSin2m
®




sinx
4. Bestam den 16sning till differentialekvationen X °y¢+ 3xy = —— |, X >0
X

som uppfyller villkoret y(7t) =0.

LGsning:

Den givna differentialekvationen & linjar av forsta ordningen.

Den omformas till normalform och dérefter bestdmmes en integrerande faktor.
s I‘l X

3
Forst panormalform. y¢+ — y =

3
dx 3

En integrerande faktor & eo;‘ =edM =™ =X

Multiplicera ekvationen panormalform med integrerande faktor.

Daerhdlles X y¢+ 3x’y = sinx. (Man kan direkt omforma den givna differentialekvationen.)

Vénstraledet & en derivata. (x’y)¢= sinx. Integreramap X : X’y = - cosx + C.

- 1- cosx

3

Villkoret ger 0 =- cosmt + C , C = -1. Insittning ger: x3y =-cosx-1,y=
X

-1- cosx
SVAR: Den l6sning som uppfyller differentialekvationen och villkoret & Yy = —————
X

5. Antag att (X +1)y ¢+ xy¢- y =0 ,x>0.Enlésningtill denna ekvation & y(X) = €
Bestédm allmanna [ 6sningen.
Losning:
En [6sning & given. Anvand reduktion av ordning.
Insittningavy = € “z ,y¢=€ "z¢ €z, y¢t=¢e "z®- 2e *z¢+ e "z i differentialekvationen ger:
(x +1)(e "z&- 26 z¢+e *z) +x(e7720¢- €72)- € *2=0, (X +1)z®+ z&-2(x +1)+ x) =0.
Reducera ordningen. Sétt: U =z§¢ u¢=z@. (x +1)uc+u(-2- x)=0
u¢_x+2 _ 1 1
u x+1 Xx+1
Integreramap x: Injul= X + Inx + 1] + |”|C1| ,U=1C (x +1)e =C,(x +1)¢", z¢=C,(x +1)".

Integreramapx: Z=C,xe" +C,. y=¢€z=€e*(C,xe*+C,;)=Cx+C,e’*
SVAR: Den allméannalssningenar y = C,x+Cg

. . . _ 1 X¢=-3x+y? +2
6. Bestdm och klassificera de kritiska punkternatill systemet: |
Tye=x-y
L 8sning:
Bestém forst de kritiska punkterna. | de kritiska punkterna &r tangentvektorn lika med nollvektorn.
y R@3X+Y*+2p
Tangentvektorn EEX =¢ -+
e X-y° o
Vi erhdller foljande icke-linjara ekvationssystem:
883x+y +20 é)@ . X-3X+2= 0
e X- VY g e0g ' , y=+Xx
Dekritiskapunkternaar: (1) och (, - 1).

For att klassificera de kritiska punkterna studeras dessa lokalt. Vi kan da antingen infora ett nytt koordinatssystem med
origo i den kritiska punkten och tamed den linjéra delen av systemet eller direkt bestdmma Jacobimatrisen i den kritiska
punkten. Vi véljer det senare.



y  R@3X+y’+20 3 2y;
Tangentvektorn Eﬁ«b: ¢ YT g(X) ger oss Jacobimatrisen g&X) = ee Y °
ey e x-y? %) el -2yg

Inséttning av respektive punkt ger oss en matris, vars egenvarden avgor typ och stabilitet.
Egenvérdena A till en matris A erhdlles ur ekvationen det(A - Al) =0.

24 -3- A
:EE?) 0 i f& =
Punkten (11) ger g4I 1 -2 ochvi far O 1 PN

Skilda reella egenvarden som &r negativainnebér att den kritiska punkten &r en stabil nod.

‘:x2+5x +4=(L+1)(\ +4).

3 -2 -3-n -2
Punkten@-l)gergf'{l-l)=gel 2((fo:hvifélr0=‘ 1 2_)Jz7€+7»-4=(>\+%)2-%

Skilda reella egenvéarden med olika tecken innebér att den kritiska punkten & en sadel punkt och dérmed instabil.

SVAR: (11) & en stabil nod. (, - 1) & sadelpunkt och dérmed instabil.

Del B

7.1 en enkel populationsmodell for antalet individer, P(t), & den relativatillvéxthastigheten konstant, a.

| en annan modell & den relativatillvaxthastigheten summan av tva termer.

Den enatermen & en positiv konstant, a , och den andratermen &r proportionell mot populationen med en negativ
proportionalitetskonstant, b .

En tredje modell erhdlles genom att korrigera den andra modellen pa foljande satt:

avlagsna ett konstant antal per tidsenhet, C. Stéll upp dessa modeller.

Studera dérefter vad som hander efter 1&ng tid, da konstanterna séttstill a=5,b=-1 och ¢ =4.

L 6sning:
Vi borjar med modellerna.
1dP dpP
Moddl 1: ——=a ,— =aP.
P dt dt

vodell 22 =90 = a4 bP , P _ P(a+bP) ,b<0.
P dt dt

dP
Modell 3: pry =P(a+bP)- c.
Nu dver till analysen och med de numeriska vardena pé konstanterna @, b och C .

Modell 1 %) =5P >0 d&d P>0. P véxer obegransat dat vaxer.

Modell 2: dFI? =P(5- P).Detfinnstvastationaralosningar: P =0 och P =5.

Studerafaslinjen. | > ' < >
0 5 P
P =5 & en asymptotiskt stabil |6sning. Efter 1ang tid kommer blir P = 5.
dpP
Model 3: — =P(5- P)- 4=5P- P*- 4=(P-1)(4- P).
Det finnstva stationaralosningar: P =1och P =4.
Studera faslinjen. }—44—»'—4 >
0 4 P
Efter lang tidblir P: 0 ddP<1,1ddaP=1o0ch 4 dal<P.
1dP dP ) ) v
SVAR: Modell 1: ISE =a , E =aP. P véxer obegransat dat véxer.

Modell 2: %%) =a+ bP, C;—T =P(a+ bP) ,b<0.Efter I&ng tid kommer blir P = 5.

Modell 3: i—f = P(a+ bP)- c.Efterlangtidblir P: 0 ddP<1,1ddaP=10ch 4 dal<P.



8. Y,(X) =2X, Y,(X) =x- 3x% y,(X) =3x- 4x° och y,(X) = 6x - 7x’4 ett antal |osningar till
en homogen  differentialekvationen paformen X y@+ axy¢+ by =0, x >0. Vidare & Y, = XInx en
partikul &rldsning till den inhomogena differentialekvationen X ydt+ axy¢+ by = f(x), x> 0.

Bestdm den inhomogena differentialekvationen.
Ange &ven den |6sning som uppfyller villkoren y(1) =4, y&) =6.

L 6sning:
For att bestamma den allméannaldsningen till en linjar differentialekvation av ordning tva behovs tvalinjart
oberoende |6sningar till den homogena differential ekvationen och en partikul&rl6sning till den inhomogena

differentialekvationen. TvAlinjart oberoende |sningar till den homogena &t Y, (X) = X och y, (X) = x°.

Den allménnalésningen till X“y@+ axy ¢+ by = f(x), x> 0gesav y = Ax+ Bx® + xInx.

Vi behover forstaderivatan: y¢= A +2Bx + Inx+ 1.

" 4 5 i4=y@D =A+B i4=A+B jA=3

Vi = = | | 1 .
ikoren y(l) =4, &) =60 [ s _ ¢ = A+2B+1}5= A+ 2B B=1

Den soktaldsningen & y = 3x + X° + xInx.

Nu over till att bestéamma differential ekvationen.

y,(X) = x och y, (x) = x° sittesini x"y&+ axy¢+ by = 0,

ix?0+axl+bx=0 ja+b=0 ja=-2

| | |

Txe2+ax2x+bx?=012+2a+b=0 1b=2

Den homogena differentialekvationen blir x*yd- 2xy¢+2y =0

Inséttning av Yo = XInx i den inhomogena differential ekvationen ger

()= xzi 2x(Inx+1) +2xInx= - x .

Den soktainhomogena differentialekvationen & X“yd¢- 2xy¢+2y = - X .

SVAR Den sikta differentialekvationen & x’ydt- 2xy¢+2y = - X .
Den soktalosningen & y = 3x + X° + XxInx.

9. Bestam om mgjligt produktiosningar u(X,y) = X(x)Y(y) till

2 2
. , _ _ 07U J0°u
den partiella differential ekvationen 8_2 + a—z =0.
X y

L&sning:
Vi anvander oss av variabel separation. Sétt U(X,y) = X(X)Y ().

Inséttning i den givna differential ekvationen(Laplaceekvation) ger: X &x)Y (y) + X(X)Y &y) = 0.

X®x) _ Ydy)

X(x) Y(y)
IX®&X)- AX(X)=0
Vi erhdller systemet: | .Detrefalen A >0, A =0 och A < 0 undersokes.
1 Y®&yY)+AY(y)=0
A= uz >0,ul R
1X(x) = A" + Be
1Y (y) =Cycosuy +Dysinuy
A=0
IX(X) = A2X+ BZ
1Y(y)=Cay +D;

A=-u’<0,ul R

Utfor division med X (X)Y () och separera variablerna: =konstant = AT R.

u(x,y)= (A" +B;e")(Cycosuy +Dysinuy)

u(x,y)=(Axx +B)(Cpy +Dy)




i X(x) = Agcosux +Bgsinux

1Y(y) =Coe"WY +Dqe” W U(X,y) = (AgCcosux + Bgsinux)(Cse"Y + D™ W)
i =Cy 2

SVAR: Vi erhdller foljande produktlGsningar:
A=u?>0,ul R u(xy)= (A" +Be")(C cosuy + Dysinuy)
A=0 u(x,y) = (Axx +B2)(Cay +D3)
A=-u2<0,ul R u(xy)=(Ascosux+Basinux)(Cse" + D™ )

10. L& {F n(x)} ; varaen féljd av ortogonala funktioner paintervallet [O, L] .

De kontinuerliga funktionerna f och g kan utvecklasi dennafoljd paintervallet [O, L] :
¥ ¥

f har utvecklingen é_ aF ,(x) och g har utvecklingen é b.F (X,
n=1 m=1

Bestam koefficienterna @, och b, .
L

Hérled ett uttryck for integralen (3 (X)g(x)dx med hjalp av koefficienterna @, och b

0
L &sning:

f0=8 aF .00 =aF,()+aF , (9 +.. +a,F () +....

Multiplicera ekvationen med F ,(X) och integrera éver intervallet [ O,L] .
L L L

L
OFf (IF (x)dx = a,(F ,()F (X)X +8, OF ,()F () dX +... + 8, (F ((X)F (X)dx+...
Eftersom den givna funktionsfoljden & ortogonal blir varje integral p& hoger sida likamed noll utom da n = m.
L Of(x)F H(X)dx
Ekvationen blir d& Of (X)F (X)dx amd:m(X)F (X)dx » dvs a, = o .
oE m(X)F n(X)dx

L
QO)F ,(x)dx
Analogt erhdllesatt |, _ 0

O m(¥)F n(X)dx

L
Nu dver till ()f (X)g(x)dx . Sétt in utvecklingarnaav f och g i integralen.
Vi far ’
L L ¥ L g
Of (99 = O aF (x)a 0, F (0K = (R 3, ,((BF 1 () +B,F () +..+ B,F () + ... )X
0n 1 o n=1
L

of(X)g(X)dX a anoc ()(OF 1 (X) + bF,(x) + ... + 0 F (%) + ....)dx

=1

Eftersom den g|vnafunkt|onsfol jden &r ortogonal blir varje mtegral pa hoger sidalikamed noll utom da n = m.
L

Vifar of (x)g(x)dx = a and: (x)b,F , (x)dx = aanbnd: (JF , (x)dx



L

Of (X)F (X)dx PX)F (x)dx ¢ ¥ L
SVAR: g =0 ‘b = » Of (gx)dx=a ab, g () F, (X

E‘)E m(X)F (X)dx ;f (XF L(X)dx



