
Lösningsförslag till tentamensskrivning i
SF1637, Differentialekvationer och transformer III.

Tisdagen  den  20 augusti 2013, kl   1400-1900.
Del A
1. En termometer tas inifrån ett rum och ut där temperaturen är  5 °C.
Efter 1 minut avläses 15 °C  och efter  2 minuter avläses 10 °C. Vad är rummets temperatur ?
Antag att Newtons avsvalningslag gäller, dvs att avsvalningshastigheten är proportionell mot
temperaturdifferensen  mellan termometern och omgivningen.
En termometer tas inifrån ett rum och ut där temperaturen är  5 °C.
Efter 1 minut avläses 15 °C  och efter  2 minuter avläses 10 °C. Vad är rummets temperatur ?
Antag att Newtons avsvalningslag gäller, dvs att avsvalningshastigheten är proportionell mot
temperaturdifferensen  mellan termometern och omgivningen.
Lösning:
Låt T(t) vara temperaturen vid tiden t  och k  en proportionalitetskonstant.

Newtons avsvalningslag ger följande differentialekvation 
dT

dt
= k(T − 5).

Vi har erhållit en linjär differentialekvation av ordning ett.
Dess allmänna lösning är summan av den allmänna homogena lösningen och en
partikulärlösning. Vi får T(t) = Ae kt + 5 .  Temperaturen vid tiden t = 0 skall bestämmas.

De givna villkoren ger följande system: 
15 = T (1) = Ae k + 5

10 = T(2) = Ae2 k + 5

 
 
 

 vilket förenklas till 
10 = Ae k

5 = Ae2 k

 
 
 

.

Division ger 2 = e−k ,  k = − ln2  vilket ger A = 20.
Temperaturen vid tiden t  är T(t) = 20e− t l n 2+ 5. Rummets temperatur är T(0) = 20e0 + 5 = 25.
SVAR: Rummets temperatur är 25 °C.

2. Antag att (x +1) ′ ′ y + x ′ y − y = 0  ,  x > 0 . En lösning till denna ekvation är y(x) = e−x .
Bestäm allmänna lösningen.
Lösning:
En lösning är given. Använd reduktion av ordning.
Insättning av y = e− xz  ,  ′ y = e− x ′ z − e− xz  ,  ′ ′ y = e− x ′ ′ z − 2e− x ′ z + e− xz  i differentialekvationen ger:
(x +1)(e − x ′ ′ z − 2e −x ′ z + e −x z ) + x (e −x ′ z − e −x z ) − e − xz = 0 ,  (x +1) ′ ′ z + ′ z (−2 (x +1)+ x) = 0 .
Reducera ordningen. Sätt: u = ′ z ,  ′ u = ′ ′ z . (x +1) ′ u + u(−2 − x ) = 0

′ u 

u
=

x + 2

x +1
= 1 +

1

x +1
 .

Integrera map x: ln u = x + ln x +1 + ln C1  , u = ±C1(x +1)ex = C2 (x +1)ex , ′ z = C2 (x +1)ex .

Integrera map x: z = C2xe x + C3 .   y = e− xz = e−x (C2xe x + C3) = C2x + C3e
− x .

Kontrollera att även y(x) = x  är en lösning till differentialekvationen.
Vi har två linjärt oberoende lösningar vars linjärkombination är den allmänna lösningen.
SVAR: Den allmänna lösningen är y = C2 x + C3e

− x .

3. För den jämna funktionen f med perioden 2  gäller att f (x) = sin x,  d å  0   < x < .

Bestäm fourierseriens summa för x =
3

2
. Ange även f :s  fourierserie.

Lösning:



Funktionen f  är kontinuerlig för x =
3

2
.  Då är fourierseriens summa lika med

f (
3

2
) = perioden är 2  { } = f (

3

2
− 2 ) = f (−

2
) = f   är jämn{ } = f(

2
) = sin

2
= 1.

Enligt BETA har f  fourierserien 
2

−
4 1

4n2 −1
cos2nx

n =1

∞

∑ .

SVAR: Fourierseriens summa för x =
3

2
 är ett.  Fourierserien är 

2
−

4 1

4n2 −1
cos2nx

n =1

∞

∑ .

4.  Låt f (t)  vara signalen f (t) = (t + 1) − (t − 1) + (t − 2), − ∞ < t < ∞,
där (t)  är Heavisides stegfunktion och (t) är en Dirac-puls.
a) Beskriv signalen med lämplig figur eller i ord.
b) Beräkna Fouriertransformen av  f .
Lösning:
a)  Vi skisserar signalen. Se nedan.

                                                     f(t)

                                                       1

                                          -1                          1             2                    t

b) Vi fouriertransformerar f  och utnyttjar linjariteten.
F f(t){ } = F (t +1) − (t − 1){ } + F (t − 2){ }

F (t + 1) − (t − 1){ } = e−i tdt
− 1

1

∫ = cos tdt
−1

1

∫ − i sin tdt
−1

1

∫
Den andra integralen är lika med noll, ty integranden är en udda funktion och intervallet är
origosymmetriskt.

F (t + 1) − (t − 1){ } =
sin t 

 
 
 −1

 1

=
sin − sin(− )

=
2sin

F (t − 2){ } = (t − 2)e−i tdt
−∞

∞

∫ = Enligt definitionen av Diracs -funktion.{ } = e− i t

t = 2

F (t − 2){ } = e− i2 = cos2 − is i n 2  

F f(t){ } =
2sin

+ cos2 − isin2 =
2sin + cos2

− i sin2

SVAR  a) Se ovan. b) F f(t){ } =
2sin + c o s 2  

− i sin2

   5. Bestäm och klassificera de kritiska  punkterna till systemet: 
′ x = 2x2 − y2 − 4

′ y = x − y          

 
 
 

.

Lösning:
Bestäm först de kritiska punkterna. I de kritiska punkterna är tangentvektorn lika med nollvektorn.



Tangentvektorn 
′ x 

′ y 

 
 
  

 
=

2x2 − y2 − 4

   x − y

 
 
  

 
 .

Vi erhåller följande icke-linjära ekvationssystem:
2x2 − y2 − 4

   x − y

 
 
  

 
 =

0

0

 
 
  

 
 , 

x2 = 4

y = x

 
 
 

 .

De kritiska punkterna är: (2,2)  och (−2,−2).
För att klassificera de kritiska punkterna studeras dessa lokalt. Vi kan då antingen införa ett nytt
koordinatssystem med origo i den kritiska punkten och ta med den linjära delen av systemet eller
direkt bestämma Jacobimatrisen i den kritiska punkten. Vi väljer det senare.

Tangentvektorn 
′ x 

′ y 

 
 
  

 
=

2x2 − y2 − 4

   x − y

 
 
  

 
 = g(X) ger oss Jacobimatrisen ′ g (X) =

4x −2y

1 −1

 
 
  

 
.

Insättning av respektive punkt ger oss en matris, vars egenvärden avgör typ och stabilitet.
Egenvärdena  till en matris A erhålles ur ekvationen det(A − I) = 0 .

Punkten (2,2)  ger ′ g (2,2) =
8 −4

1 −1

 
 
  

 
 och vi får 0 =

8 − −4

1 −1−
= 2 − 7 − 4 = ( −

7

2
)2 −

65

4
.

Egenvärdena är 1,2 =
7 ± 65

2
.

Skilda reella egenvärden som har olika tecken.
Detta innebär att den kritiska punkten är en sadelpunkt, vilken är instabil.

Punkten (−2,−2) ger  ′ g (−2,−2) =
−8 4

1 −1

 
 
  

 
 och vi får

0 =
−8 − 4

1 −1−
= 2 + 9 + 4 = ( +

9

2
)2 −

81

4
+ 4 = ( +

9

2
)2 −

65

4
.

Egenvärdena är  1,2 =
−9 ± 65

2
.

Skilda reella negativa egenvärden innebär att det är en stabil nod.
SVAR: (2,2)  är sadelpunkt och därmed instabil. (−2,−2) är en stabil nod.

 6. Låt  A =
0 1

−1

 
 
  

 
. Ange i förekommande fall alla reella värden på  för vilka den kritiska

punkten (0,0) till systemet av linjära differentialekvationer  
dX
dt

= AX  är

a) stabil spiralpunkt och  b)  center.
Lösning:
Vi börjar med att bestämma matrisens egenvärden.

Dessa erhålles ur ekvationen 0 = det(A − I) =
0 − 1

−1 −
 .

Vi får  2 − + 1 = 0 ; ( −
2

)2 +1 −
2

4
= 0  ; ( −

2
)2 =

2 − 4

4
.

Egenvärdena är =
± 2 − 4

2
 .

a) För att erhålla en stabil spiralpunkt krävs att egenvärdena är komplexa och realdelen är negativ.



    Vi får  
< 0

2 − 4 < 0

 
 
 

   
< 0

−2 < < 2
 
 
 

   −2 < < 0{  .

b) För att erhålla ett center krävs att egenvärdena är komplexa och realdelen är noll.

 Vi får  
= 0

2 − 4 < 0

 
 
 

   
= 0

−2 < < 2
 
 
 

   = 0{  .

SVAR: a) −2 < < 0    b) = 0  .

Del B
7. Betrakta randvärdesproblemet ′ ′ y + y = 0  ,  y(0)= 0,  y ( / 2) = 0 . Undersök om det är möjligt
att bestämma värden på  så att problemet får a) triviala lösningar  b) icke-triviala lösningar.
Betrakta randvärdesproblemet ′ ′ y + y = 0  ,  y(0)= 0,  y ( / 2) = 0 . Undersök om det är möjligt att
bestämma värden på  så att problemet får a) triviala lösningar b) icke-triviala lösningar.
Lösning:
Vi undersöker lösningarna till den homogena differentialekvationen för alla reella värden på 
Vi börjar med den karakteristiska ekvationen r2 + = 0 .
Behandla de tre fallen > 0, = 0  och  < 0 .

> 0, = 2 , ∈ R

′ ′ y + 2 y = 0 har lösningen y = A1cos x + B1 sin x .

Villkoren ger 
0 = y(0) = A1

0 = y(
π
2

) = A1 cos
π

2
+ B1 sin

π
2

 
 
 

  
  

0 = A1

0 = B1sin
π
2

 
 
 

  
 .

Icke-trivial lösning då 
π

2
= nπ,  = 2n  dvs = (2n)2 = 4n2 , n > 0 ,  n ∈N .

Trivial lösning då ≠ 4n2 .
= 0

′ ′ y = 0 har lösningen y = A2x + B2 .

Villkoren ger 
0 = y(0) = B2

0 = y(
π
2

) = A2

π
2

+ B2

 
 
 

  
  

B2 = 0

A2

π
2

= 0

 
 
 

  
  A2 = B2 = 0{    .

Endast den trivial lösning erhålles för = 0 .
< 0, = − 2 , ∈R

′ ′ y − 2y = 0 har lösningen y = A3e
x + B3e

− x .

Villkoren ger 

0 = y(0) = A3 + B3

0 = y(
π
2

) = A3e
π

2 + B3e
− π

2

 
 
 

  
    

B3 = −A3

0 = A3 (e
π
2 − e

− π
2 )

 
 
 

 A3 = B3 = 0{    .

Endast den trivial lösning erhålles för < 0 .
SVAR: a) Triviala lösningar erhålles för < 0 , = 0  och  ≠ 4n2 , n ∈ N .
             b) Icke-triviala lösningar erhålles för = 4n2 , n > 0, n ∈N . ( y = B1 sin2nx ).

8. Bestäm en kontinuerlig funktion som är styckvis deriverbar och uppfyller

 begynnelsevärdesproblemet  
dy

dx
+ 2xy = f (x)   där f (x) =

2x    0≤ x <1

0     x ≥1
 
 
 

   och y(0) = 2 .

Lösning:
Vi har en linjär differentialekvation av ordning ett.
Multiplicera differentialekvationen med en integrerande faktor. En integrerande faktor är e x 2

.



e x 2 dy

dx
+ e x 2

2xy =
e x 2

2x    0 ≤ x <1

0          x ≥ 1

 
 
 

  , 
dy

dx
yex 2{ } =

ex 2

2x    0≤ x < 1

0          x ≥ 1

 
 
 

 , yex 2

=
e x 2

+ c1    0≤ x <1

c2            x ≥ 1

 
 
 

.

Bestäm konstanterna.  Villkoret  y(0) = 2  ger 2 = 1+ c1  , c1 = 1.  y =
1 + e− x 2

   0 ≤ x <1

c2e
− x 2

         x ≥ 1

 
 
 

 .

Det återstår att bestämma konstanten c2 . Kontinuitetsvillkoret ger 1 + e−1 = c2e
−1 , c2 =1 + e  .

Vi får y =
1 + e− x 2

      0 ≤ x <1

(1 + e)e− x
2

  x ≥ 1

 
 
 

.

SVAR: Den styckvis deriverbara, kontinuerliga lösningen är  y =
1 + e− x 2

      0 ≤ x <1

(1 + e)e− x
2

  x ≥ 1

 
 
 

 .

9. Låt Φ  vara en fundamentalmatris till systemet av linjära differentialekvationer 
dX
dt

= AX .

Härled en partikulärlösning till  systemet 
dX
dt

= AX + F, där  F  är en vektorvärd funktion.

Bestäm allmänna lösningen till systemet  
dX
dt

=
−1 0

−4 −1

 
 
  

 
X +

e− t

te− t

 

 
  

 
 .

Den allmänna lösningen till 
dX
dt

= AX  kan skrivas X = ΦC där  C  är en konstant vektor.

Vi ansätter en partikulärlösning till 
dX
dt

= AX + F på formen  X = ΦU(t).

Insättning ger 
dΦ
dt

U(t) + Φ
dU(t)

dt
= AΦU(t) + F  , 

dΦ
dt

− AΦ 
 

 
 U(t) + Φ

dU(t)

dt
= F .

Varje kolonn i fundamentalmatrisen Φ  är en lösning till det homogena systemet 
dX
dt

= AX .

Vi får Φ
dU(t)

dt
= F .

Multiplicera med inversen till fundamentalmatrisen Φ . Den existerar ty det Φ ≠ 0.
dU(t)

dt
= Φ−1F . Integrera med avseende på t  : U(t) = Φ−1Fdt∫ .

En partikulärlösning till  
dX
dt

= AX + F ges av X = Φ Φ− 1Fdt∫  .

Nu över till att bestämma den allmänna lösningen till systemet  
dX
dt

=
−1 0

−4 −1

 
 
  

 
X +

e− t

te− t

 

 
  

 
 .

Den erhålles som summan av allmänna homogena lösningen och en partikulärlösning.
Vi bestämmer först egenvärdena till matrisen och tillhörande egenvektorer.
På grund av att matrisen är triangulär kan egenvärdena direkt avläsas i matrisens diagonal.
Det är multipelt egenvärde 1,2 = −1 .

Tillhörande egenvektor fås ur systemet (A −  I)K = 0,   
0 0

−4 0

 
 
  

 
K1 = 0  , K1 =

0

1

 
 
  

 
.

Endast en egenvektor har erhållits. En lösning är X1 = e− t
0

1

 
 
  

 
=

0

e−t

 
 
  

 
 .

Den andra lösningen ansätter vi på formen X2 = (Lt + M)e t .



Insättning i  
dX
dt

= AX  ger Le t + (Lt + M)e t = A(Lt + M)e t .

Identifiering ger  
t1 :   L = AL  

t0 :  L + M = AM

 
 
 

 omformning ger 
(A −  I)L = 0  

(A −  I)M = L

 
 
 

.

Vi skall bestämma vektorn M . Egenvektorn L =
0

1

 
 
  

 
 är redan bestämd.

Vi söker en lösning till 
0 0

−4 0

 
 
  

 
M =

0

1

 
 
  

 
 , M =

−
1
4

  0

 

 
 

 

 
  .

Den andra lösningen är X2 = e− t
0

1

 
 
  

 
t +

−
1

4
 0

 

 
 

 

 
 

 
 
 

  

 
 
 

  
=

−
e−t

4

 te−t

 

 
  

 

 
  =

1

4

−e− t

4te−t

 

 
  

 
  .

En fundamentalmatris är  Φ =
0 −e− t

e−t 4te− t

 
 
  

 
  och dess determinant är e−2t .

Fundamentalmatrisens determinant är  Φ−1 =
1

e−2t

4te− t e−t

−e−t 0

 
 
  

 
 =

4tet et

−e t 0

 
 
  

 
 .

En partikulärlösning är Xp = Φ Φ−1Fdt∫ =
0 −e− t

e− t 4te− t

 
 
  

 
 4tet et

−e t 0

 
 
  

 
 

e− t

te− t

 

 
  

 
 dt∫ .

Xp =
0 −e− t

e−t 4te− t

 
 
  

 
 

5t

−1

 
 
  

 
dt∫ =

0 −e− t

e−t 4te− t

 
 
  

 
 

5t2

2
−t

 

 
  

 

 
 =

   te −t

−
3

2
t2e−t

 

 
  

 

 
 .

Den allmänna lösningen till 
dX
dt

=
−1 0

−4 −1

 
 
  

 
X +

e− t

te− t

 

 
  

 
  är X = ΦC + X p.

Vi får X =
0 −e− t

e−t 4te−t

 
 
  

 
 C +

   te−t

−
3

2
t 2e− t

 

 
  

 

 
 .

SVAR: Den allmänna lösningen till det inhomogena systemet är X =
0 −e− t

e−t 4te−t

 
 
  

 
 C +

   te−t

−
3

2
t 2e− t

 

 
  

 

 
 .

10. a. Vad menas med att två funktioner är ortogonala på ett intervall 0 ≤ x ≤ L  ?
b.  Undersök om följden  sin x,  s i n 2x,  s i n 3x,....  { } är ortogonal på intervallet 0 ≤ x ≤ π.
c.  Vad menas med att en reellvärd funktion f  är periodisk med perioden T  ?

d.  Bestäm koefficienterna bn  , n = 1,2,3,....   så att  sin3 x = bn sinnx
n=1

∞

∑  då 0 < x < .

Lösning:

a. Två funktioner f  och g  är ortogonala på ett intervall 0 ≤ x ≤ L   då f (x)g(x)dx
0

L

∫ = 0  .

b. Vi undersöker om sin mxsin nxdx
0

π

∫ = 0  för alla heltal m  och n  så att m ≠ n, m > 0, n > 0  .



sin mxsin nxdx
0

π

∫ =
1

2
(cos(m − n)x − cos(m + n)x)dx

0

π

∫ = m ≠ n{ } =
1

2 0

πsin(m − n)x

m − n
−

sin(m + n)x

m + n[ ] = 0

c. f  är periodisk med perioden T  då f (t + T) = f (t) för alla t  .

d. Vi börjar med att konstatera att sin3 x =
3sin x − sin3 x

4
 .

Det innebär att koefficienterna har bestämts.

Vi har att  b1 =
3

4
 , b3 =

1

4
 och övriga bn = 0 ,

SVAR: Koefficienterna b1 =
3

4
 , b3 =

1

4
 och  bn = 0  ,  n ≠1  ,  n ≠ 3.


