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SF1637, Differentialekvationer och transformer 111.
Tisdagen den 20 augusti 2013, kI 1400-1900.

De A
1. En termometer tasinifran ett rum och ut dar temperaturen & 5 °C.
Efter 1 minut avléses 15 °C och efter 2 minuter avléses 10 °C. Vad & rummets temperatur ?
Antag att Newtons avsvalningslag galler, dvs att avsval ningshastigheten &r proportionell mot
temperaturdifferensen mellan termometern och omgivningen.
En termometer tasinifran ett rum och ut dar temperaturen & 5 °C.
Efter 1 minut avléses 15 °C och efter 2 minuter avléses 10 °C. Vad & rummets temperatur ?
Antag att Newtons avsvalningslag galler, dvs att avsval ningshastigheten ar proportionell mot
temperaturdifferensen mellan termometern och omgivningen.

L 6sning:
La T(t) varatemperaturen vid tiden t och k en proportionalitetskonstant.

Newtons avsvalningslag ger foljande differentialekvation Z—I =Kk(T- 5).

Vi har erhdllit en linjar differentialekvation av ordning ett.
Dess adlmannalésning & summan av den almanna homogena | 6sningen och en
partikul&rlésning. Vi far T(t) = Ae® +5. Temperaturen vid tiden t = 0 skall bestdmmas.

_ _ i15=T() = Ae"+5 ) 110 = Ae*
De givnavillkoren ger féljande system: | vilket forenklastill { :

110=T(2) =A™ +5 $5=Ae*

Divisionger 2=¢e*, k =- In2 vilket ger A= 20.
Temperaturen vid tiden t & T(t) =20e "' " * 5. Rummets temperatur & T(0) = 20e° +5 = 25.
SVAR: Rummets temperatur ar 25 °C.

2. Antag att (x +1)y ¢+xy¢- y =0 ,x>0.Enlosning till denna ekvation &r y(x) =€ ™.
Bestam allmannalsningen.

L 6sning:

En l6sning &r given. Anvand reduktion av ordning.

Insdttningavy =e *z ,yt¢=€e "z¢ €z, yt=e "z@¢- 2e “z¢+e *z i differentialekvationen ger:
(x +1)(e *z¢&- 2e *z¢+e*z) +x(e *z¢- €72)- € z=0, (x+1)z8+ z€-2(x +1)+ x) =0.
Reducera ordningen. Séit: u =z¢ u¢=zd@. (x +1)u¢+u(-2- x)=0

u¢ x+2 1
—'= =1+— |
u x+1 X+1

Integreramap x: Injul=x +Inlx+1+In|C,| , u = #C,(x +1)e* =C,(x +1)¢*, z¢= C,(x +1)e".
Integreramap x: z=C,xe" +C,. y=€"z=€*(C,xe" +C;)=Cx+C,e ".

Kontrolleraatt aven y(x) = x a en losning till differential ekvationen.

Vi har tvalinjart oberoende |Gsningar vars linjarkombination & den allmanna | dsningen.

SVAR: Den almannalosningen & y = C,x+ C.g *.

3. For den jamna funktionen f med perioden 2x géller att f () =sinx da 0<x<m.

Bestam fourierseriens summafor x = 77{ . Ange &ven f:s fourierserie.

L 6sning:



Funktionen f &ar kontinuerlig for x = % . Daar fourierseriens summa lika med

f(ﬁ) ={perioden & 2 n} = f(ﬁ - 2n) =f (- E) ={f & jamn} = f(EZ) =sjn“E =1.

Enligt BETA har f fourierserien E ﬂa_ COS2nX.
L A l4n -
3 2 438 1
SVAR: Fourierseriens summa for x = > ar ett. Fourierserienar — - —a . COS2nX.
T n=1

4. Lat f(t) varasignalen f(t)=0(t+1-0(t- D+5(t- 2), - ¥ <t<¥,
dar 0 (t) & Heavisides stegfunktion och §(t) & en Dirac-puls.

a) Beskriv signalen med |amplig figur eller i ord.

b) Ber&kna Fouriertransformenav f.

L dsning:
a) Vi skisserar signalen. Se nedan.

f(t)
1,
|

-1 1 2 t

b) Vi fouriertransformerar f och utnyttjar linjariteten.

F f(t)} = F{ot +9 - 9('[' D} + F{é(t' 2)}
Fot+D-0(t- D} = Oe“”tdt = Gzoswtdt- |(§|nootdt

Den andraintegralen & I|ka med noII ty mtegranden ar en uddafunktion och intervallet &
origosymmetriskt.

Fot+D-0(t-

)= gsinoty' _sinm - sin(-w) _ 2sinm
é w 0_1 w (v

¥
F{5(t- 2} = P(t- 2)e"'dt = {Enligt definitionen av Diracs  -funktion}. =& /|

t=2

-¥
F{5(t- 2} =€ ® = co2w - isin2w
2sinm 2sinm + w CoS2w

F{ f(t)} = + 082w - iSiN2w = - isin2m
w
SVAR a) Seovan. b) F{ f(t)} = SR *0COSX0 g,
w
¢=2x"- 4
5. Bestdm och klassificerade kritiska punkternatill systemet: : X¢ -y
yb=x-Yy

L 6sning:
Bestam forst de kritiska punkterna. | de kritiska punkterna & tangentvektorn lika med nollvektorn.



Exb_gx -y - 40

ey é X-y @

Vi erhdler foljande |ckeI|nj ara ekvationssystem:
gax - Y- 45 _ @ ' X?

& x-y g €0g’ | y=X

De kritiska punkterna ar: (2,2) och (- 2,- 2).

For att klassificera de kritiska punkterna studeras dessa lokalt. Vi kan da antingen infora ett nytt
koordinatssystem med origo i den kritiska punkten och tamed den linjdradelen av systemet eller
direkt bestdmma Jacobimatrisen i den kritiska punkten. Vi véljer det senare.

Tangentvektorn

) X - 2Vx
Tangentvektorn 69‘% ‘iﬁx y:- 49 = g(X) ger oss Jacobimatrisen gX) = 64 yo.
ey & x-y @ el -lo

Inséttning av respektive punkt ger oss en matris, vars egenvarden avgor typ och stabilitet.
Egenvéardena A till en matris A erhdlles ur ekvationen det(A - Al) =0.

‘8-7\. -4 ‘ 65

Punkten (2,2) ger g€2,2) :§L __jr;ochvi far 0= =A\- Th- 4=(h- —) -—.

-1- A 4
Egenvardenadr A, = ! i;/as :
Skilda reella egenvérden som har olika tecken.
Dettainnebér att den kritiska punkten ar en sadelpunkt, vilken ar instabil.
8 45
Punkten (- 2,- 2) ger g€-2,-2) = ? o och Vi fér
-8- A 4
0=‘ ‘ A+ O+a=(h+ = ) = (A += ) )
1 -1- N 4 4
Egenvardenadar A, :%.
Skilda reella negativa egenvérden innebér att det &r en stabil nod.
SVAR: (2,2) & sadelpunkt och darmed instabil. (- 2,- 2) & en stabil nod.
6.La A= éeo Ange| forekommande fall alareellavarden pa o for vilka den kritiska

punkten (0,0) till systemet av linjéra differential ekvationer Z—T =AX &

a) stabil spiralpunkt och b) center.
L 6sning:
Vi borjar med att bestdmma matrisens egenvéarden.

o . O' 7\. 1
Dessa erhalles ur ekvationen 0 = det(A - M):‘ A
- o -
2 2
Vit 22-an+1=0; (h- 2)?+1- L =0 ; (b - Z)2=2 4
2 4 2 4
a*va? - 4

Egenvéardenaédr A = >

a) For att erhdlla en stabil spiralpunkt krévs att egenvéardena & komplexa och realdelen &r negativ.



., 1a<0 ja<0
Vi far ,I[a2_4<0 ':‘-2<OL<2
b) For att erhdlla ett center kravs att egenvardena & komplexa och realdelen &r noll.
. 1a=0  ja=0
Vi far {a2_4<0 ':‘-2<OL<2
SVAR: @) -2<a<0 b)a=0.

{-2<a<0.
{a=0.

De B

7. Betraktarandvardesproblemet y@&+Ay =0 ,y(0)=0, y(rt/ 2) =0. Undersok om det & magjligt
att bestammavarden pa A s att problemet far a) trivialalosningar b) icke-trivialalosningar.
Betraktarandvéardesproblemet y@&+iy =0 ,y(0)=0, y(x/ 2) =0. Undersok om det & magjligt att
bestammavéarden pa A sa att problemet far a) trivialaldsningar b) icke-trivialalsningar.

L 6sning:

Vi undersoker |6sningarnatill den homogena differentialekvationen for allareellavarden pa »

Vi borjar med den karakteristiska ekvationen r? + = 0.

Behandladetrefalen A >0, A=0och A<O0.

A>0 A=u’, ul R

y@+u’y= 0 har Iésningen y = A cosux + B sinux.
j0=¥(0)= A 10=A

Villkorengeri ~ p up up f. o ooup -
1O—y(2)—Aicos2 +B,sin > fO—Blsm >

Icke-trivial It')sningdé%:np, u=2ndvs A =(2n)’=4n°, n>0,nl N.

Trivial 16sning d& A 1 4n?.

A =0
y@&=0 har Iésningen y=Ax+B,.
10=¥0) =8 {8 =0 :
Villkorenger j Py_, P i p_ A =B =0 .
jO=YC)=AT+B, {AT =0

Endast den trivial 16sning erhdllesfor A = 0.
A<0, A=-u* ulR
y®- u’y =0 har I6sningen y = Ae" +Bg .

j0=¥(0) = A +B, iB =-A
Villkoren ger i up o wowp 1A;=B;=0 .
¥0=>'(92)=A3ez +Be? ;0=A(?-e 2){
Endast den trivial |6sning erhdllesfor A < 0.
SVAR: a) Trivialalésningar erhéllesfér A <0, A=0och A1 4n?, ni N.

b) Icke-trivialalosningar erhdllesfor A =4n?, n>0, n1 N.(y=B,sin2nx).

8. Bestam en kontinuerlig funktion som &r styckvis deriverbar och uppfyller

} dy i} j2x  CGEx<1
begynnelsevérdesproblemet — +2xy = f(x) dar f(X) =| och y(0) =2.
dx 10 x31
L dsning:

Vi har en linj&r differentialekvation av ordning ett.
Multiplicera differentialekvationen med en integrerande faktor. En integrerande faktor & e’



e +e" :
dx ,O x31 dx

x31 1c, x31
) . 11+e¥ 0£x<1

Bestam konstanterna. Villkoret y(0) =2 ger 2=1+c¢ , ¢,;=1. y=j . .

|c2e x31

Det aterstar att bestémma konstanten c,. Kontinuitetsvillkoret ger 1+e* =ce’™*, ¢, =1+e.

i1+e¥ 0£x<1
Vifary=i .

|(1+e)e x31

2 I < 2 i : < 2 i X2+ <
2 dy ny e’2x 0£x<1 g/{ ex}:l's( 2x  CEx<1 & =I,e ¢ CEX 1.
|

11+  0£x<1
SVAR: Den styckvis deriverbara, kontinuerligalosningen & y =i :

|(1+e)e x31

9.La F varaenfundamentamatristill systemet av linjara differential ekvationer Z—): =AX.

Hérled en partikulérldsning till  systemet Z—T =AX +F,dar F &r envektorvard funktion.

ee 10 Oy ae't o)
Bestam allmanna [6sningen till systemet — .
- 10 ete‘ 'g

Den almannalésningen till Z—T = AX kan skrivas X = FC d& C & en konstant vektor.

Vi ansétter en partikul&rldsning till (L—): =AX +F paformen X = FU(t).

VO _Aruy+F a@'—F-AFOU(t) FAUO
dt € dt dt
dX

Varje kolonn i fundamentalmatrisen F &r en 18sning till det homogena systemet Y =AX.
du(t)
t

Insdttning ger — dF U(t) + F——

Vifar F— =F.

Multipliceramed inversen till fundamentalmatrisen F . Den existerar ty detF 1 0.

% =F "F. Integreramed avseende pa t : U(t) = ¢ "Fdt.

En partikul &l 6sning till (jj_)t( =AX +F gesav X = F¢F 'Fdt .

dx ée 1 0y ®@'%

Nu over till att bestdémma den allménnalésningen till systemet — =% X+¢ =+
a e-4 -lo ete 'g

Den erhdlles som summan av allmanna homogena |6sningen och en partikul &rlosning.

Vi bestdmmer forst egenvardena till matrisen och tillhdrande egenvektorer.

Pa grund av att matrisen &r trianguldr kan egenvérdena direkt avlasas i matrisens diagonal .

Det & multipelt egenvarde A, = -1.

_— . @0 O e@o
Tillhorande egenvektor fas ur systemet (A- A 1)K =0, $.4 0g K =0,K; o

Endast en egenvektor har erhdllits. En losning & X, =€’ ?0_9 9
€lg ee'w

Den andralosningen ansétter vi paformen X, = (Lt +M)e".



Inséttning i O('j—f =AX ger Le" +(Lt+M)e*n = A(Lt +M)e™.
o it': A L=AL J(A-Ar1)L=0
Identifiering ger i omformning ger i
71%: L+AM = AM TA-A 1M =L’

Vi skall bestamma vektorn M . Egenvektorn L = 6@0 & redan bestamd.

& 10
Vi sok |6sning till -
i soker en |6sning ti eé_4 Oﬂ elya M = =6 4.

é) @ lop 20 1®e'o
Den andralésningen & X, =€ | JS+e 4+y:g 4222\4 N
60 dy éte' s e4te’'g

oy
En fundamentalmatrisér F = Q 0 och dess determinant & e
ee' dte''g

. , . 1 e’ e'p &e €9
Fundamental matrisens determinant & F*'= — ¢ O ¢ 9.
e’é-e' 0g é-e¢ 0pg
-e'p 2td € 08@

g o(g —dt.
ee 4te 'ge- €' Ozete 4]

5'5_1:20 &ete' ¢

En partikularlosning ar X = FF- ‘Fdt =

-e'og @ty &0 -e'9
g =X dt:(; TC 2= .
X et 4dte'ge-lg ee! 4dte'g: (\g-g’tze't
e-tg e o a
_ 1 0y o@'%
Den almannalésningen till — = +¢ ~Ta X=FC+X,
-4 -lo ¢éte''s
_e'td & te-t O
Vifar X = 9 “C+E 3, .+
ge! 4dte'g ¥ =t e'tg

e.t.. & te!

20
SVAR: Den allmannaldsningen till det inhomogena systemet & X =§ g
ee’’ 4dte! 21

10. a. Vad menas med att tva funktioner & ortogonala paett intervall 0£ x £ L ?

b. Undersok om féljden {sinx, sin®, sin8....} & ortogonal paintervallet 0£ x £ p.
c. Vad menas med att en reellvard funktion f &r periodisk med perioden T ?
¥

d. Bestdm koefficienterna b, , n=1,2,3,... sdatt sin°x=3 b,sinnx dA 0<x <zx.
n=1
LOsning:
L

a. Tvafunktioner f och g & ortogonalapaettintervall 0£ x £ L da ¢)f (x)g(x)dx =0 .
0

p

b. Vi undersbker om ¢ginmxsinnxdx = 0 for alaheltal m och n sdatt m* n, m>0, n>0.

0

6



" ° 1[sin(m- n)x sin(m +n)x]’

(‘)sinmxsinnxdx:}(‘jcos(m- n)x- cos(m+ n)x)dx ={m? n} =

0 20 2 m- n
c. f & periodisk med perioden T da f (t+ T) = f(t) foralat .

3sin x- sin3x

d. Vi borjar med att konstatera att sin® x = 2

Det innebar att koefficienterna har bestamts.
Vi har att bﬁ% , b ::11 ochovriga b, =0,

SVAR: Koefficienternabl:::i : Q:le och b=0 ,n*t1 ,nt 3.

m+n

0

=0



