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5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:
Komplexa funktioner

1. a) Viskriver 2i = 2¢272™) n godtyclkigt heltal, och far

V2i = V26 G ™) = \/§(COS% + i sin %) ™ = £(1 +1).

(JAmna n ger plus, udda ger minus; V/2 avser den positiva roten ur tva.)
b)
logi =In|i| +iargi = z(g + 27n),
n godtyclkigt heltal.
1

c) sini = 5 (e —e ) = L(e—1).

d) Med hjalp av b) fas
ii _ eilogi _ 6i-i(%+27m) _ 67(%+27m)7
n godtyckligt heltal.

2. a) Eftersom cos z = (¢’ 4+ ¢7%*) s& har vi att losa

w — %(eiz Fe).

Efter multiplikation med e¢%* (som aldrig = 0) far vi en andragradsekvation i e'*:
2we” = ()% + 1.

Denna 16ses pa vanligt satt till

€ =w+ Vw2 —1

(bada rotterna). Enligt definitionen av logaritmen (med alla dess grenar) ar detta

ekvivalent med
z = —ilog(w + vw? —1).
b) Enligt a) géller

arccos w = —ilog(w + vVw? — 1.
Alltsa fas

1 1 1 1, /3
= = —ilog(= 22— 1) = —ilog(= £ =2
arccos i 0g(2—|— (2) ) i og(2 5 )
1 i3 1 i3
= —i(ln|5 £ gy +iarg(5 + %)) = —i(ln1+ i(i% +2mn)) = ig +2mn;

arccos 2 = —ilog(2 + V4 — 1) = —ilog(2 + V/3)
= —i(In(2+ V3) +i-2mn) = 2rn £ iln(2 + V3)
(n godtyckligt heltal i bada fallen). Vi har anvént att 2 & /3 > 0 och att

2+V3)(2—-V3) =1



3.

a)

b)

d)

En direkt utrdkning ger

’u  J%*u

o T o y+2+(—6y—2)

Med f(z) = u+iv ska paret u (kdnd), v (okdnd) uppfylla Cauchy-Riemanns ekvationer:
du v Ou ov

or oy Oy Oz
Alltsa ska v 1osa

% — Gry + 2.

{% = —(32% — 3y* — 2y),
0y

Forsta ekvationen ger att
v=—z" 4+ 3zy’ + 22y + g(y)

for ndgon funktion g(y). Derivering av detta ger

g—z = 6zy + 22 + ¢'(v).

Jamforelse med den givna ekvationen for g—z ger att ¢'(y) = 0, dvs att g(y) = konstant.
Eftersom bara en funktion f sokes kan vi vélja ¢ = 0. Vi har d&

f(2) =u+iv=32%y — y* + 2% — y® +i(—2® + 3wy* + 2zy)
= —ix® + 32y + 3ixy? — o + 2% + 2wy — y* = —i(x +iy)® + (x + iy)?
= —iz® + 22
Hér behover man halvera alla vinklar i origo (som ju €j tillhor D), vilket man goér med

’LU:\/E,

dér principalgrenen av /z (definierad i C \ (—o0, 0], speciellt i D) avses.

Har ska vinklarna fordubblas:
w = z°.

Man anviander en Mobiustransformation som (exempelvis) tar punkten z = —1 pé

w =0, z=+1 pd w = 0o och tar intervallet (—1,+1) pa positiva realaxeln. (D&
kommer cirkelbégen att avbildas pa positiva imagindraxeln pa grund av konformiteten
i origo.) De tva forsta kraven ger w = cji for nagon konstant ¢ € C. Det sista kravet

uppfylls med ¢ < 0, tex ¢ = —1. Alltsa kan vi ta

z+1
z—1

w =

Med hjalp av ¢) och receptet i b) fas

z+1
z—1

)%

w=(



e) Vi sammansétter resultatet i d) med en avbildning som tar 6vre halvplanet pa
enhetsskivan. En saddan &r (om man tar i — 0, —i — oo, 0 — —1):

w—1

w — -
w1

Den totala avbildningen (fran D till D,) blir

(vilket kan skrivas om pé olika sétt).

5. a) Hér gar det bra att bara substituera z + 4 med i i ekvationen for cirkeln. Detta ger
w| = 5

dvs bilden &r cirkeln med medelpunkt i origo och radie = 1/2.

b) Vi tittar pd nagra intressanta punkter med avseende pa den givna cirkeln, t.ex.
z = —4, z = oo (spegelpunktspar), z = —2 (ligger pa cirkeln). Dessa avbildas pa

w = —%, w = 0, resp. w = 00. Det foljer att bild-“cirkeln” ar en rit linje som har
w = —%, w = 0 som spegelpunkter, dvs den &ar
1
Rew = —-.
4
c) Ytterligare intressanta punkter ar spegelpunktsparet z = —3 och z = 0. Dessa avbildas
(av w = %) pa w = —% resp. w = 0o. Punkten z = —2 avbildas nu pa w = —%. Alltsa
ar bild-“cirkeln” i ¢) en riktig cirkel som har medelpunkt w = —% och som gar genom
punkten w = —%. Det foljer att den har ekvationen
w+3l=7
w4 =] = —.
3 6

6. Vi avbildar cirkelskivan konformt p& 6vre halvplanet, dar problemet kan 16sas med hjalp av
enkla geometriska 6verlaggningar. Vi ordnar s& att brytpunkterna z = 1 och z = i avbildas
pa w = 0 resp. w = 1. Med lite pusslande kommer man fram till exempelvis

z—1
z4+1

I w = u + iv-planet har vi da att hitta en funktion W = W (u,v) som ar harmonisk i 6vre
halvplanet:
82W O*W
=0 da v>0,
oz " vl

och har randvardena
W_{? da v=0,0<u<l,

5 parestenav v =0.



Grundidén ar att anvinda funktionen arg(w — a) (a € R), som adr harmonisk i 6vre
halvplanet och pé realaxeln har randvirdena 0 (till hoger om punkten a) och 7 (till vénster
om a). Dessutom beh6vs konstantfunktionen (som ju ocksd &r harmonisk). Vi ansitter

W=A+ Barg(w—1)+ Cargw

dar A, B, C' ar reella konstanter. W &r automatiskt harmonisk i 6vre halvplanet
(principalgrenen av arg avses), och randvirdena stdmmer om A =5 A+ 7B =7,
A+ 7B+ wC = 5. Detta ger

u—1 2 U

— — arccot —.
v s v

2 2 2
W=5+—arg(w—1) — —argw = 5 + — arccot
T 7r 7T

Substituerar vi har tillbaka till z = x + 1y far vi, efter lite rdkningar, 16sningen till det givna
problemet:
=2 -2 +2y—1 2 2y

2
V(z,y) = W(u,v) =5+ — arccot — - arccot [E—r

Med viss reservation for felrakningar,
Bjorn Gustafsson



