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5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:
Komplexa funktioner

Anm. Nedanstéende l6sningar ar (bitvis) mer knapphéndiga &n vad inldimnade tentamenslosningar
bor vara. (Och figurer saknas.)

1.

4.

Logaritmering av e(¢”) = 1 ger
e* = 2min,

n godtyckligt heltal. Logaritmering en gang till (mdjligt endast om n # 0) ger:

) In27n| +i(5 +27mm) om n >0,
In [27n| +i(—5 +27mm) om n <0,

m godtyckligt heltal. Ovanstaende kan sammanfattas som
T
z = In(27wn) + 2(5 + mm),

n positivt heltal och m godtyckligt heltal.

. Endast funktionen i c¢) ar analytisk. (Man anvinder Cauchy-Riemanns ekvationer for att

undersoka analyticiteten.)

D ar omradet mellan tva cirklar som tangerar varandra i punkten z = 3. Eftersom z = 3
avbildas pa w = oo sé avbildas cirklarna pé réata linjer, n6dvéandigtvis parallella eftersom det
inte finns ndgon annan skirningspunkt.

Sedan kan man sitta in ndgra punkter pa cirklarna, eller konstatera att spegelpunktsparen

z =0, oo (stora cirkeln) och z = 1, oo (lilla cirkeln) avbildas pad w = —4, 0 respektive
w = —6, 0 (som d& ar spegelpunktspar for de rata linjerna), for att komma fram till att
cirklarna avbildas pd Rew = —2 respektive Rew = —3. Det sokta omradet blir darmed

{fweC: —-3<Rew< -2}

(Man kontrollerar, t.ex. genom att sitta in ndgon punkt, att det inte blir ytteromradet
istéllet.)

a) Spegelpunkten blir z* = 3 4 2. (Man kan rita noggranna figurer och resonera
geometriskt, till exempel. Alternativt kan man ténka sa héar: i termer av reella
koordinater har linjen ekvationen x = y, och speglingen i denna ges av (z,y) — (y,x).)

b) De tva spegelpunkterna ska avbildas pa origo respektive co. Detta ger

z— (24 31)

2 —(342i)



¢) Man konstaterar, genom att satta in z = 0 € L i svaret pad b), att bildcirkeln dér har

radie = 1 (ty |:gi§3| =1). Alltsa valjer vi

z— (24 30)
EEECE)

w =

(Andra korrekta svar finns, bade for b) och c).)

a) Med z = x + iy har vi att V(z,y) = Arg(z — a). Men Arg(z — a) &r imaginérdelen till
den analytiska funktionen Log (2 — a) och &r ddrmed automatiskt harmonisk.
b) Eftersom Arg(z — a) har tolkningen att vara vinkeln mellan vektorn frén a € R till z

och den del av realaxeln som ligger till h6ger om punkten a sa foljer det omedelbart att
gransvardet blir =0 om z > a, =7 om = < a.

c) Lat V =V, vara den harmoniska funktionen i a) och b) f6r godtyckligt a € R. D&
kommer funktionen

U=A+ BV, +CVs,
dar A, B, C' ar konstanter, att vara harmonisk i évre halvplanet och styckvis konstant
pa realaxeln (sprang i punkterna 4 och 5).

Enligt svaret pa b) géller att randvillkoren blir uppfyllda on A, B, C' &ar valda s& att

A+Brn+Cr=1
A+Cr =2
A=3.
Detta ger 16sningen
r—4 r—29

1
U(z,y) =3 — —(arccot + arccot
n Y Y

).

a) Med z = re’ har vi
f(z) =Inr+ie och
D={zeC: 0<r<l, O0<ep<m}.
Det foljer omedelbart att

R={w=u+iweC: —-oco<u<0 O<v<n}

(u=1Inr, v =¢). D& D genomldps i positiv led s& genomlops OR i positiv led, varvid
halvcirkeldelen svarar mot imaginadraxeln mellan 0 och i, intervallet (—1,0) péa
realaxeln mot linjen {u + im : —0o < u < 0} och (0, 1) mot negativa realaxeln.

b) Med den konforma avbildningen w = f(z) transformeras problemet till foljande
problem for U = U (u,v):
AU =0 iR,
ou

— =0 pa imagindraxeldelen av OR.

on

U(u, ) 6 dd —oo<u<0,v=m
u,v) =
7 dd —oco<u<0,v=0.



P& imaginéraxeln dr normalderivatan av U = g—g. Randvillkoren innehéaller darmed
ingen variation i u-led, och man misstianker darfor att det finns en 16sning som inte
beror pa u. De enda harmoniska funktioner som inte beror pa u ar funktionerna

U(u,v) = A+ Bu,

A och B konstanter. Har kan vi bestamma A och B s& att de passar randvillkoren och
far da l6sningan
1
Uu,v) =7 — — =7 — ~Imuw,

s T
vilket med tillbakatransformering ger 16sningen,

T

1 1 1
V(z,y) =T7— —ImLogz=7— —Argz =7 — —arccot
T T T Y




