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5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:

Komplexa funktioner

Anm. Nedanstéende 16sningar ar (bitvis) mer knapphéndiga &n vad inlimnade tentamenslosningar
bor vara. (Och figurer saknas.)

1. a)

] o ) - x
f(Z) _ ezlogz _ 6z(lnl—l—z(2—i-27rn)) — e 3 27rn7

n godtyckligt heltal,

f(_1> _ 6—1(1n1+i(7r+27rn)) _

6—z7r—27rm —e M= _1

(bara ett varde).
Allmént géller, om vi skriver z = re® for ett specifikt 0, att

ezlogz _ 6z(lnr+z(9+27m)) _ ez(lnrJrzG) . 627mz

Y

n godtyckligt heltal. Mangtydigheten finns enbart i den andra faktorn, och
méangtydigheten forsvinner dar om och endast om 27inz = 27i - heltal f6r varje n. Detta
i sin tur intraffar om och endast om z dr ett heltal. Svaret blir alltsad z = heltal # 0.

Med vanliga deriveringsregler fas
1
fl(z) =e’'8%(1 - logz + z - =) = €18%(1 4 log 2).
z

Uppdelning i real- och imagindrdelar (u resp. v) ger

2% — g2 2xy
==, UvV=—.
I’Q + y2 ZL'Q + y2
Enkla rakningar ger att g—z + g—z (rékningarna ska givetvis redovisas pa en
tentamensskrivning). Alltsi ar u + v inte analytisk. (D& en av Cauchy-Riemanns

ekvationer spricker behéver man inte ens undersoka den andra.)

Héar har vi
x
u = arccot —, v = —log(z? + y?),
)
och man finner &dven har att g—;‘ g—;, alltsd att u + 7v inte &r analytisk.

I detta fall &r Cauchy-Riemanns ekvationer uppfyllda (bada tvé), och funktionen
dérmed analytisk. Alternativt inser man analyticiteten direkt genom

2 arccot — — iln(x® + y?) = —2i(In /22 + y2 + darccot z) = —2ilog z.
Y Y



3.

a) Substitution z = £ ger direkt ekvationen |w — 6i] = 3.

b) Punkten z = 1 (pa cirkeln) avbildas pad w = oo, alltsd ar bild-“cirkeln” en rét linje.
Spegelpunkterna z = 2 och z = oo avbildas p4 w = 0 resp. w = 1, som da ar
spegelpunkter med avseende pa bildcirkeln. Det foljer att denna &r

1
Rew = .
e w 5

c) Punkterna z = 1 och z = 3 (pa cirkeln) avbildas pad w = 1 resp. w = %, som darmed
ligger pa bildcirkeln. w = oo svarar mot z = 0, och spegelpunkten till z = 0 dr den
punkt z =a, 1 < a < 2, som uppfyller (2—a)-(2—0)=1-1,dvs. a = % Punkten
z = a avbildas ddrmed pa w = %, som da &r spegelpunkt till w = 0o och darmed
bildcirkelns medelpunkt. Det féljer nu att bildcirkeln ar

2 1

4. Man kan borja med att skicka hornpunkten z = —1 till origo och hérnnpunkten z = 5 till

oandligheten med Mobiustransformationen 2z — w; given av

z+1
wy = .
T 25
Punkten z = 2 hamnar d& i w; = —1, p& negativa realaxeln, varav foljer (med tanke pé att

Mébiustransformationer ar 6verallt konforma) att D, avbildas omradet mellan negativa
realaxeln och negativa imagindraxeln (3:e kvadranten).

Sedan anvinder man logaritmen,
wy = logw; = In |wy | + jarg wy,

som har en enkelvird gren i 3:e kvadranten (7 < argw; < 37”, till exempel) och avbildar
denna konformt pa bandet 7 < Imwy < 377’ For att komma till det sokta bandet D,, far
man hissa ned lite och skala upp: w = %(wg —im). Den totala avbildningen

Z — W — Wy — w blir
8(1 z+1
w = —(lo
T gz—5

—im).
Detta ar ett mojligt svar pa uppgiften, det finns flera.

I w-planet far vi, om vi skriver W (u,v) = V(z,y) med u + iv = w = sin z = sin(z + iy),
problemet

a;nga;Z/zo i omradet v >0,
1 pd u<-—-1, v=0,

W=4¢2 pa&a —1<u<l v=0,
3 pd u>1, v=0.

Funktionen
W = A+ Barg (w — 1) + Carg (w + 1),



ar harmonisk i v > 0 och styckvis konstant pa v = 0, sprangpunkterna ar v = £1. Man
finner snabbt att vara randdata matchas genom A =3, B=C = —%. Eftersom
w = u + 1w = sin z = sinx cosh y 4 ¢ cos r sinh y ger detta 16sningen

6. a)

b)

1 -1 1 1
U(z,y) = W(u,v)) =3 — —arccot l — Zarccot = +
™ v T v
sinxcoshy —1 1 sinxcoshy + 1
= 3 — —arccot - — —arccot -
s cos x sinh y s cos x sinh y

Om det ena virdet av f(z) &r wy = z + V22 — 1, {or en fastlagd gren av kvadratroten,
s& dr det andra wy = z — v/22 — 1. Detta ger wjwy = 22 — (22 — 1) = 1, VSB.

Vi kan skriva
w = f(Z) =24 |22 _ 1|6%arg(z—1)(z+1) -2 |ZQ _ 1|6%(arg(z—l)-f—arg;(z+1))7

dér /|22 — 1| avser den positiva roten. Vi fastlagger en gren av f genom att i
exempelvis punkten z = 2 bestdmma att arg (z — 1) = 0, arg (2 + 1) = 0 och sedan
kontinuerligt halla sig till dessa val av grenar for argumenten. Det enda som skulle
kunna gora att detta inte fungerar i hela omradet D &r att d& den valda grenen foljs
langs en sluten kurva man kommer tillbaka till en annan gren. Detta kan enbart
intraffa for kurvor som gar runt en singularitet eller nagot omrade dar funktionen inte
ar definierad (i princip kurvor som inte kan dras ihop till en punkt inom D), i vart fall
segmentet [—1, 1].

Man inser att det racker att underscka en kurva som gar ett varv i positiv led runt
[—1,1]. Langs en sddan kurva véxer vart och ett av argumenten arg (z — 1) och

arg (z 4+ 1) med 27. Det betyder att exponenten i exponentialfunktionen ovan vixer med
1(2m + 2m) = 2mi. Men exponentialfunktionen kéinner inte av en sadan tillvéixt (den &r
ju periodisk med period 27i), alltsd forandras inte f(z), vilket var vad vi behovde visa.

Kvadrering av w — 2z = v/22 — 1 och enkla rakningar ger att

1 1
z=g(w) = §(w + E) (Joukowskis funktion).

D4 |w| = R skriver vi w = Re® 0 < 6 < 27, vilket ger

1 . 1 . 1 1
z= §(Re’9 + }—%e*le) =(R+ }_33) cosf +i(R — E) sin 6.
D& R > 1 och 0 véxer fran 0 till 27 s&4 genomlper z en ellips med halvaxlarna
a=R+ }lz, b=R— }%. I gransfallet R =1 &ar a =1, b =0, dvs. ellipsen ar degenererad
till segmentet [—1, 1], som genomlops fram och tillbaka. Ovanstaende ellipser fyller upp
hela omradet D, dvs. g avbildar |w| > 1 p& hela D (konformt).

7. f(2) = 0 om och endast om 2% = —1, dvs. e*'"2 = ™ = (™2™ godtyckligt heltal. Detta

ger

T+ 2min
7= —
n2 '’

och alla dessa tal ligger pa imagindraxeln, VSB.




