Institutionen for matematik, KTH,
Bjorn Gustafsson

Tentamensskrivning, 2006-10-31, kl. 14.00-18.00.

5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:
Komplexa funktioner

e Tillatet hjdlpmedel: Formelsamlingen BETA.

e Uppgifterna 1-6 ar virda 3 poédng var, uppgift 7 ger 1 podng. Betygsgranserna ar 9, 13 och
16 poidng (inklusive bonuspoéng) , for betyg 3, 4 respektive 5.

1. Funktionen
f(Z) — 27— ezlogz

kan definieras for alla z € C utom z = 0, men for de flesta varden pa z finns det flera
mojliga varden for f(z). (f ar en “mangtydig funktion”.)

a) Bestam alla varden pa f(i) och f(—1).

b) For vilka z finns det bara ett mojligt varde pa f(2)?

c) Berdkna derivatan f'(z). (f ar analytisk s& fort en gren har valts.)

2. Vilken eller vilka av foljande funktioner av x och y &r analytiska som funktioner av
z = x + iy i ndgot delomréde av komplexa talplanet (och fér ndgot val av gren for eventuellt
forekommande méangtydiga funktioner). Fullstdndiga motiveringar kravs (kontroll av
Cauchy-Riemanns ekvationer eller hanvisning till kinda analytiska funktioner).
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b) arccot £ —iln(z® +y?),

c) 2arccot § — iln(z? + y?).

3. Bestam bilden av cirkeln {z € C: |z — 2| = 1} under f6ljande Mdobiustransformationer.

4. Bestdm en analytisk funktion som avbildar halvcirkelomradet
D,={z€C:|z—-2| <3, Imz>0}
konformt péa det odndliga bandet
Dy,={weC:0<Imw < 4}

genom att forst avbilda D, pa en oadndlig sektor med en Mé&biustransformation och sedan
anvanda logaritmfunktionen, lampligt justerad.



5. Funktionen w = sin z avbildar halvbandet
D:{z:x—l—z’y:—g<x<g, y > 0}

konformt pa Gvre halvplanet (behover ej visas). Anvind detta faktum for att bestdmma en
16sning till randvérdesproblemet (for V = V(x,y))
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I pd z=-3, y>0,
V=42 pa —5<x<3 y=0,

3 pd x=75, y>0.

Anm.: Det ar inte sékert att svaret kan skrivas pa sarskilt enkel form, men férsok i alla fall

att skriva svaret s att det bara innehéller reellvarda funktioner av de reella variablerna z
och y.

6. Funktionen w = f(z) = 2z + v/2%2 — 1 ar flertydig (har tvA mojliga varden for varje z # £1),

men kan goras enkelvird och analytisk i vissa typer av omraden genom att man viljer ut en
gren av den.

a) Visa att for givet z s& dr de tvad mojliga viardena, wy och wq, pa f(2) ar relaterade
genom wiws = 1.

b) Visa att det gér att vélja en enkelvird analytisk gren av f i omradet
D=C\|[-1,1].

c) Det visar sig att f har en enkelvéird invers, z = g(w). Bestdm denna. Hur avbildar g(w)
cirkeln |w| = 1?7 Och cirklarna |w| = R, 1 < R < o0?

Anm.: Deluppgifterna a), b), ¢) kan 16sas oberoende av varandra.

7. Detta ar ett latt extraproblem, som ger 1p. Visa att alla nollstéllen till funktionen
f&) =1+
z) = —
22
ligger pa imaginiraxeln. (2° definieras som e*'"2 dvs. vi viiljer arg2 = 0.)

Ovidkommande anmdrkning: Det kanske mest berémda 6ppna problemet inom matematiken,
Riemanns hypotes, handlar om nollstéllena till funktionen ((z) =1+ 2% + 3% + 4% +...

(oandlig serie). Pastaendet ar att en viss typ av nollstéllen ligger pé linjen Re z = %

LYCKA TILL!



