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5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:
Komplexa funktioner

1. Vi har

f(Z) — 97 — 6zlog2 _ ez(ln2+27rzn) — ezln2 i 627r7,nz’

n godtyckligt heltal. Har ar den forsta faktorn entydigt bestdmd, men om z inte &r ett heltal
s& beror den andra faktorn verkligen pa n. Om t.ex. z = ¢ s& far vi

2* =272 = —1,0,1,2,...

Y

allts& oandligt ménga olika viarden. Funktionen f(z) ar alltsd flervérd.

For analys av g(2), h(z), skriv z = re? = re?| n godtyckligt heltal. Vi har da

g<z) — 22 — teogz — eQ(lnr+i(9+2ﬂ'n)) — 62(1nr+i9) . e47rin.
Eftersom '™ = 1 for alla val av n blir virdet pa g(z) entydigt bestimt
(g(z) — 62(1nr+i9) = 5. Z).
Men

h(z) = S1/2 _ p3logz _ op(rti(0+2mn)) _ o3(nr+if) | omin _ o5 (Inr+if)
har tva virden (olika tecken beroende p& om n dr udda eller jamnt).

2. a) Man far

0*u  O*u
@—f—a—yz::ﬁ}—&vzo.
b) Cauchy-Riemanns ekvationer for f = u + iv, ger forst att
v Ou
—=_—=32"-3y* -2
R T

v =3z -y’ —y*+ C(x),

varav

ov ,
P 6zy + C'(z).

Detta ska & andra sidan vara = —g—Z = 6y + 2z, vilket ger C'(z) =2z, C(z) = 2>+ A
(A konstant). Allt detta ger

f(2) = 2 =32y* 2wy +i(3xy—y* —y* +2®+ A) = (v+iy)> +i(v+iy)* +iA = 22 Hiz? +i A



3. a) Med anvdndande av definitionen for tan far vi ekvationen

eiz _ e—iz .
— - = 1w.
e’LZ + e*’LZ
Sitt t = ¢ och 16s ekvationen med avseende pa t (eller t?). Det ger t? = 1+“” , varav
1 14w
z=—log * — (= arctanw).
2 1 —ww

b) Med w = 2/3 — i far vi

1, 14i2v3—4) 1. 2412
Z = arctan(Zx/g — Z) = — 10g * 2( \/g Z> = — log +Z—\/§
2i T 1—i(2v/3—4) 2 —i2v/3

1 7 1 1 5T
= —log(—14+ ——) = —(lny/1+ > +i(Z +2
5 og(— +\/§) 2Z_(n +3+z( 5 + 27mn))

5 21/2

— m 1
—1_2‘|‘7Tn 7 W’

dar n ar godtyckligt heltal.
4. Satt w = 4 . Avbildningen z — w &ar en Mobiustransformation och den sékta méngden

svarar i w- planet mot den rita linjen Rew = 1. Alltsd maste M vara en cirkel eller en rat
linje.

Den inversa avbildningen w +— z ges av z = 2%=2_ Vj ser att exempelvis punkterna

w = 0,1,2,00 svarar mot z = 00, 2, 3,4, respektive. w = 0,2 ar spegelpunktspar med
avseende pa linjen i w-planet, alltsd dr z = 0o, 3 spegelpunktspar med avseende pa M. Det
foljer att M ar en cirkel med medelpunkt 3. Punkterna w = 1, oo ligger pa den réta linjen,
alltsd ligger z = 2,4 péa cirkeln M. (Det hade rackt med att titta pa en av dessa punkter,
man kan betrakta den andra som en kontrollpunkt.) Det foljer att cirkeln har radie = 1, och
vi har den explicita beskrivningen

M={zeC:|z-3| =1}

5. a) En analytisk funktion ger en konform avbildning i exakt de punkter dar derivatan &r
skild frén noll. I vért fall har vi f'(z) = 2z, s& f ar konform i alla punkter utom z = 0.

b) 1 poliira koordinater har vi f(re?) = r2¢??, varav féljer att varje radiell strale fran origo

avbildas pa den radiella stralen med dubbla vinkeln till positiva x-axeln. Detta ger att
s 3T
f(D):{zE(C\{O}:§<argz<7}:{z€C:Rez<0}.

¢) Med avbildningen f kommer vi enligt b) till vinstra halvplanet, som allts& ska avbildas
pd |w| < 5 med en &terstdende avbildning g. Detta gir bra med en
Mobiustransformation, och med spegelpunktsresonemang finner man att det kan vara
lampligt att lata g(—1) = 0, g(4+1) = oo, och sedan, for att fixa radien, ¢g(0) = 5. Allt

detta ger
z+1

z2—1

g(z) = -5



Ett svar pa uppgiften blir nu den sammansatta avbildningen

2241
22 -1

2w =g(f(z) = =5

(det finns flera korrekta svar).

6. Vi anvander Md&biustransformationen w = %. (Det gar lika bra med t.ex. w = %, men vart
val ger enklare siffror.) Punkterna z = 0, 1, 2, 3, 4, co avbildas pé respektive
w = 00,4,2, %, 1,0. Cirkeln |z — 1| = 1 avbildas med tanke pa spegelpunktspar z = 1,00 d&
pé linjen Rew = 2, och cirkeln |z — 2| = 2 (spegelpunkter z = 2, 00) pa linjen Rew = 1. Det
foljer att D avbildas p& bandet 1 < Rew < 2. (Det blir inte det yttre av bandet eftersom
3 € D avbildas pa w = 3.)

I w-planet blir randvérdesproblemet att vi sdker en funktion W (w) som &r harmonisk i
bandet 1 < Rew < 2 och har randvirdena W = 4 pa linjen Rew = 1, W = 3 pa linjen
Rew = 2. Dessa randdata kan enkelt matchas med en linjar funktion, ndmligen

W(w)=5—-u=5—Rew

(w = u + ). Linjara funktioner ar alltid harmoniska, och vi far nu 16sningen till det givna
problemet genom att transformera tillbaka till z-planet:

4 4x




