Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till tentamen i 5B1215 Komplexa funktioner

for ME, tisdagen den 11:e januari 2005, kl. 9.00-13.00

Hjalpmedel: BETA.
Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

Om lappskrivning j dr godkénd (dér j=1 eller 2), sa fas automatiskt 3
poang pa uppgift j.

Betygsgranser: 9-11 poang ger betyget 3, 12-14 poang ger betyget 4,
och 15-18 poang ger betyget 5.

(a) Skriv det kompleza talet Log[(—1) -] pa formen a+ib, ddr a och
b ar reella tal.

(b) Samma uppgift for Log(—1) + Logi.

(c) Stammer svaren i (a) och (b) dverens med de vanliga logaritmla-
garna? Om inte, hur kan man atgdrda detta?

Losning: Logz = In|z| + iArgz, dir —m < Argz < m = Log(—i) =
Inl—in/2 = —in/2, medan Log (—1)+Logi =Inl+ir+Inl+in/2 =
i-3m/2. For att logaritmlagen log(z; - z0) = log z1 + log 23 ska gilla
maste man byta Arg z mot arg z, dar det senare argumentet innehaller
en godtycklig multipel av 27.

Definiera den komplexa cosinusfunktionen med hjdlp av den komplexa
exponentialfunktionen, och visa sedan utgaende fran denna definition
att

(a) cos(ix) = coshx for alla reella z,

(b) |cosz| = /(cosx)? + (sinhy)?, dir z = z + iy.



Losning: cosz = (e + ¢7%%)/2; detta ger att cos(iz) = (e7% +€%)/2 =
cosh z. Vidare foljer det att
2cos z = @) 4 emi@t) — iy 4 mimey
= (cosx +i sinz)e ¥ + (cosx — i sinx)e’
=cosz(e’ +eY) —isinxz(e! —e™Y)
= 2cosx coshy — 2i sinx cosh y;
om man dividerar med 2 och tar kvadraten pa beloppet av detta far
man
| cos z|? = (cosz)*(coshy)? + (sinx)?(sinh y)* = { hyperboliska ettan }
= (cos )*(1 + (sinhy)?) + (sin x)*(sinh y)?
= { trigonometriska ettan } = (cosz)? + (sinhy)?,

sa att

| cos z| = v/(cos )2 + (sinh y)2.

(a) Lat g(x,y) vara en (reell) harmonisk funktion i xy-planet, som
inte beror pa y (utan alltsa bara pa x). Visa att
g=ax+0b,
ddar a och b dar godtyckliga (reella) konstanter.
(b) Anvdnd resultatet i (a) for att losa foljande Dirichletproblem:

0%qg O%g .
@Jra_y?:() da 3<wz <5, —oo<y<oo,

9(3,y) =10, g¢g(5,y) =40 da — oo <y < 0.

Losning: (a) ¢"(z) =0 <= ¢'(z) =a < g(z) = ax +b.

(b) Ansétt g(x,y) = azx + b; enligt (a) satisfierar da g(x,y) Laplaces
ekvation. Randvillkoren ger sedan att

10=9¢3,y)=a-3+0b (1),
40=yg(5,y) =a-5+b (2).

(2) — (1) visar att 2a = 30 <= a = 15; sedan ger (1) att b =
10 — 3 - 15 = —35, varfor svaret blir

g(x,y) = 15z — 35.



4. Lat a; < ag < by < by vara fyra punkter pa x-azxeln, och lat A, B vara
konstanter. Visa att Dirichletproblemet
0%g 0%
— 4+ —==0 da —oco<z<oo, >0,
ox? * 0y? Y
A da a; <z <as,
g(z,0) =< B da b <z < by,

0 for ovrigt

har losningen

o) =424 8.7,

™ T
ddr vinklarna o och (B definieras pa féljande sdtt: Om punkten (z,y)
betecknas med p, sa ar o vinkeln vid p i triangeln med héorn i punkterna
ay, as, p, och B ar vinkeln vid p @ triangeln med horn @ punkterna by,
ba, p.
Losning: Med z = = + iy = (z,y) = p fas pa vanligt sétt (se kom-
pendiet!) att

1 1
g(x,y) =B - - arg(z —by) — B - - arg(z — by)
1 1
+A-—arg(z —ag) — A- —arg(z — ay).
7r 7T

I triangeln med horn i punkterna by, by, p ar vinkeln vid b; lika med
arg(z —by), vinkeln vid by ar lika med m — arg(z — by), sa att § =vinkeln
vid p ar lika med m — arg(z — b)) — (7 — arg(z — by)) = arg(z — by) —
arg(z — by). Pa samma sitt fas att o« = arg(z — ay) — arg(z — as).
Tillsammans ger detta att

!
9(z,y) —4.%4p.0
™ T
5. Los foljande Dirichletproblem:
0?g 0% . T 7
@ a—yQZO da —§<flf<§7 y >0,

g(=7/2,y) =0 och g(r/2,y)=0 da y>0,
g(x,0) =100 da —7n/2<x<m/2.



Losning: Standardavbildningen w = sin z ger ett Dirichletproblem i
ovre w-halvplanet med randvillkoret

0, u < —1,
g(u,0) = <100, —-1<u<l,
0, u>1,

som enligt kompendiet har 16sningen

100 u—1 100 u—+1
g(u,v) = ——arccot — —arccot :
7r v T v

Eftersom u + v = w = sinz = sinx coshy + ¢ cosxsinh y fas till slut
att

g(z,y) = — — arccot

100 sinzcoshy — 1 sinz coshy + 1
arccot - - .
s cos x sinh y cos z sinh y

. Bestam en konform avbildning av

D, ={(v,y) € R*|2” +y* > 1}

Dy = {(u,v) €R* | v >0 eller v < 0 eller v =0 och |u| > 1}.

Ledningar: (i) Avbilda forst D, pa hogra wi-halvplanet genom att rdta
ut enhetscirkeln och skicka en lamplig randpunkt till origo.

(ii) Avbilda sedan hégra wy-halvplanet pa {—m < argws < 7}.

(iii) Observera att det dr ganska ldtt att avbilda D,, konformt pa {—m <
argwsy < m}; invertera darefter denna avbildning!

Losning: Skicka t.ex. z = 1 till w; = 0 och z = —1 till w; = oo med
hjalp av Mobiusfunktionen

z—1
wy = )
LT +1
Eftersom z = —1 — w; = oo blir bilden av enhetscirkeln en cirkel

genom oandligheten, det vill sdga en rat linje. Det ar uppenbart att
reella axeln avbildas pa sig sjalv, och da vidare den rita vinkeln mellan

4



enhetscirkeln och reella axeln vid z = 1 bevaras, inser man att bildlinjen
blir vinkelrat mot reella axeln i w; = 0, och sammanfaller darfor med
den imaginara wi-axeln. Bilden av D, blir darfor antingen det vanstra
eller det hogra wi-halvplanet. For att bestdmma vilket, observerar vi
att punkten z = 0 utanfor D, hamnar i wy; = —1 € vanstra halvplanet,
varfor bilden av D, maste bli det hogra wi-halvplanet.

Skriver man det senare som {w; € C | —7/2 < argw; < 7/2}, inser

man att funktionen )
wy = w? = 21
S z+1

{w2€C|—7r<w2<7r},

avbildar detta pa

det vill saga hela wo-planet minus negativa reella axeln.

Nu ar det latt att avbilda D, konformt pa detta uppskurna ws-plan:
skicka namligen w = —1 till wy, = oo och w = 1 till wy = 0 med

Mobiusfunktionen
w—1 .

w+1’
bilden av {w € C |Imz =0, —1 < Rez < 1} blir da en halvlinje som
startar 1 wy = 0 och passerar wy(0) = —1 pa vig mot odndligheten —
och sammanfaller darfér med negativa reella wo-axeln. Men da kommer
D,, = ytteromradet till slitsen {w € C | Imz =0, —1 < Rez < 1} att
avbildas pa det uppskurna ws-halvplanet.

Wy =

Denna avbildning inverteras sedan genom att 16sa ut w ur ovanstaende
ekvation:

wwy +wy =w —1 <= w(wy —1) = —wy — 1

102
Clrwy 14 ()
= = ST
Lmws 1 ()
Forenklingar ger till slut att den sokta avbildningen blir en Joukowski-

funktion:

— w

(z4+1)2*+(z-1)2 2242z2+1+4+22—-22+1
w = =
(z4+1)2—=(2—1)2 2242z+1—224+22z—-1

2(z2+1) 1 1
= =" (z+>).
2.2z 2 z




