Institutionen fér Matematik, KTH,
Olle Stormark.

1.

Tentamen och 16sningsforslag till

5B1215 Partiella differentialekvationer for ME och K,

05-03-07, kl. 8.00-13.00.

Hjalpmedel: BETA.

Man kan fa maximalt 18 poédng pa denna tentamensskrivning, sa tillsam-
mans med bonuspodngen kan man som mest fa 24 poéing.

Poanggranser: 10-14 p ger betyget 3, 15-19 p ger betyget 4, och 20-24 p
ger betyget 5.

Efter tentans slut publiceras ett 16sningsforslag pa nétet.

(a)

Antag att envariabelsfunktionerna f(x) och g(y) ar deriverbara for
—00 < & < 00 respektive —oo < y < 00, och att

f(z) =g(y) for alla x och y,
Visa att da maste
f(x) = g(y) = konstant. (1p)

Losning: 0/0x pa f(z) = g(y) ger f'(x) = 0= f(x) = konstant.

Betrakta foljande randvdrdesproblem:

ODE y'(z) + 5y (v) — 2y(z) =0, 0<az<T;
(RV)e=0 y(0) = 0;
(RV)x=7 y(?) =17.

Visa att superpositionsprincipen (det vill saga yi(x),...,yn(x) l0s-

ningar = varje linedrkombination c1-y1(z) 4+ +cn - yn () dr ocksd
en losning) galler for ODE och (RV)z—o, men inte for (RV)z—7. (1p)
Losning: Om y1,...,y, ar losningar till ODE:n, sa ska vi visa att
ocksd y = > 1 _, cxyx Ar en losning:

(d?/da® +5d/dx—2)y =Y _ cx(d®/da®+5d/dzx—2)yr = » ;-0 =0.

1 k=1

P& samma sitt: y1(0) =0,...,y,(0) =0=y(0) = > ;_, ¢ -0=0.
Men y(7) = Y_p_, ¢ - 17 # 17 i allménhet.



2. I detta problem ska du l0sa féljande vagekvation for enhetsskivan:

Pu  0%u  O*u
PDE Zo-%2%,.°"Y

ot?2  0x? + Oy?
RV u(z,y,t) =0 da2®+y*>=1ocht>0;
BV)1  u(z,y,0) = (1-2” —y?)-2zy daa®+y° <1

(BV), %(x,y,O) =0 da x? +¢* < 1.

daz?+y?> <1locht>0;

Genom att infora polira koordinater (det vill siga © = rcosf, y =rsinf)
overgar detta i
Pu %u  10u 1 0%

PDE — o =~ b oo p 0<r<l, —co<f<oo, t>0;
ot? 8r2+r6r+7‘2 002 " >0 >0

(RV), u(0,0,t) = begrénsad, u(1,0,t) =0, —oo<f<o0,t>0;

(RV)e  u(r,8 + 2m,t) = u(r,6,t), 0<r<l1, —co<f<oo, t>0;
(BV)1  u(r,0,0) = (1 —r?) - r?sin 20, 0<r<1, —oo<8 < oo;
(BV)2 %(7’,9,0):0, 0<r<l, —co<f <.

Eftersom superpositionsprincipen (i analogi med féregaende tal) galler for
PDE+ (RV), + (RV)g + (BV)y borjar man med att ansdtta

u(rd,t) = R(r)-©(0) - T(t)
for dessa.
(a) Starta med att separera ut t-variabeln, och visa att T(t) satisfierar
T"(t) — konstant - T'(t) = 0.

Férklara varfor villkoret att vi ska fa en svingning tvingar konstanten
att bli negativ (sig lika med —\?, dir A > 0), och hérled dérefter den
allmdnna losning som dessutom uppfyller (BV)s. (1p)

Losning: Inséttning av u(r,6,t) = R(r)0(0)T(t) i PDE:n ger

ROT" R'OT+iR'OT + LRO'T
= r r = k = konstant

ROT ROT

T// R// + lR/ 1 @//

— =k och —— 4 —— =k
— T ocC R + 20

Om k &r positiv blir T'(t) en linedirkombination av tva exponential-
funktioner, och alltsa ingen svangning. Om k = 0 blir T = at + b,
som inte heller ir nagon svingning. Sa k < 0 — sig att k = —\2,
med A > 0. T(t) uppfyller da T” + A\2T = 0, med 16sningen

T(t) = Acos(At) + Bsin(At).



(BV)2 = att T7(0) = 0, vilket medfér att B = 0. Sa t-beroendet for
u(r, 0,t) ges (bortsett fran en konstant) av

T(t) = cos(At),

déar A\ ar en positiv separationskonstant.

Separera sedan 0- och r-variablerna, och visa att 2w-periodiciteten
med avseende pa 0 medfor att

O = a,, cos(mb) + by, sin(md), darm =0,1,2,....

Konstatera ddrpa att med A och m som ovan blir R(r) en lésning till
egenvdrdesproblemet

(1p)

r?R"+rR —m?R+Xr?R=0, 0<r<l,
R(0) = begrénsad, R(1) = 0.

Losning: Vi har

R'+1irR 10" )
ot )2,

R + r2 ©
Genom att multiplicera med 72 och flytta om lite grann kan vi sepa-
rera 0- och r-variablerna:

2R// R/ /\2 2R @//

! +TR+ ! ——6:k:nykonstant
«— 0"4+k-©=0 och r’R’"+rR —kR+ )r?R=0.

Eftersom ©(6) ska bli 2r-periodisk, méste k > 0 — siig att k = p?,
med g > 0. Da fas

© = Acos(uf) + Bsin(ub).

Villkoret ©(0 + 27) = ©(0) visar att cos(uf + p - 2m) = cos(ub), och
motsvarande for sinus. Men da cosinus och sinus ar 2w-periodiska,
visar detta att p - 27 maste vara en heltalsmultipel av 27, sa att
uw=m,dar m =0,1,2,3,.... Vi far darmed f6ljande ©-funktioner:

© = 0,, = a,, cos(mb) + by, sin(m8).

Med k = m? och med beaktande av randvillkoren i r-led fis nu
foljande egenvardesproblem for R:

r?R" +rR' —m?R+ ) 2?R=0, 0<r<]l,
R(0) = begransad, R(1) = 0.



()

Visa att detta egenvdirdesproblem for R(r) kan formuleras som ett
Sturm-Liouville problem med viktsfunktionen lika med r, sa att egen-
funktionerna bildar en ortogonal bas for L£L2(0,00).

Forklara sedan hur variabelbytet r — x = r\ gor att differentialekva-
tionen for R overgar i

22y +xy + (22 -mPy =0, 0<z<o0. (1p)
Losning: En Sturm-Liouvilleekvation ar av formen

(p(x)y") + q(x)y + Mw(x)y =0,

dér w(z) ar en viktsfunktion. Genom att dividera R-ekvationen ovan
med r fas precis en sadan ekvation:

2 2
'R+ R — mTR YAR=0 « (rR) — mTR L AR =0,

diar w(r) = r. Alltsa vet vi fran Sturm-Liouvillesatsen att egen-
funktionerna till egenvardesproblemet ovan automatiskt kommer att
bilda en ortogonal bas fér £2(0,1).

Med = = r\ blir

R(r)=R (;) = funktion av z = y(z), sig.

Kedjeregeln ger sedan att

dR dy dx dy PR Py |,
S8 % yoeh 2 2Ty
dr dz dr  dz " @ T da? ’

sd att R-ekvationen mR” + rR' — m?R + \2r?R = 0 omvandlas till

:czy”—ka:y' _m2y+x2y _ 0,

vilket &r Bessels differentialekvation av ordning m.

Hirled en losning till zy"” + xy’ + (22 — m?)y = 0, som bortsett
fran en proportionalitetsfaktor blir Besselfunktionen av forsta slaget
av ordningen m:

Tule) = 30 () (3p)

|
n=0 (n + m)

Losning: For detaljerna hanvisas till avsnitt 4.7 i Asmars bok.

Frobeniusansatsen y = > - a,z""" ger indexekvationen 72 —m? =

0 < r = +m; vilj r = +m! Utmaérkande for just Bessel &r
att koefficienten a; maste bli noll. Eftersom rekursionsformeln for
koefficienterna blir

-1
an = )an_g forn=2,3,4,...,

n(n + 2m

4



dér a:s index alltsa hoppar tva steg, foljer det att alla ¢ med udda
index blir lika med noll. Da n ar jamnt, sag att n = 2k, fas

-1 ..
Aok = ma2(k_1), for k=1,2,3,....

Hérur foljer enkelt en formel asr, = (nénting) - ag for k = 1,2,3,...,
varpa insittning i ursprungsansatsen ger att y(z) bortsett fran en
proportionalitetsfaktor blir precis J,,(x).

Man kan wvisa (se till exempel BETA) att allmdinna lésningen till

22y + 2y’ + (22 — m?)y = 0 ges av

y=A-Jn(x)+ B-Y,(z),

ddr Yo (z) dr obegrdnsad da x — 0. Anvind detta for att bestdmma
egenvdrden och egenfunktioner till egenvdrdesproblemet for R(r).

Tillimpa sedan superpositionsprincipen for att ange den allmdanna

lésningen u(r,0,t) till PDE+ (RV), 4+ (RV)g + (BV)s. (1p)
Loésning: Om vi sétter in att = Ar, sa ser vi att
R(r)=A-Jn(Ar)+ B Y, (Ar).

Randvillkoret R(0) =begrinsad visar att B = 0, och villkoret R(1) =
0 visar att J,,(A) = 0, s& att egenvirdet A dar ett nollstalle till Jp,(x).
Traditionellt betecknas de positiva nollstéllena till J,, (z) med ay,y,
diarn =1,2,3,..., sa slutsatsen blir att

A= XAn = Qmn,
och
R=Rpyn(r) = Jn(mnr) form=0,1,2,... ochn=1,2,3,....
Déarmed ser vi att ansatsen u(r,6,t) = R(r) - ©(0) - T(t) ger
U (15,0, ) = T (@mnt) - (am cos(mb) + by, sin(m@)) - cos(mnt),

for m=0,1,2,... ochn=1,2,3,....
Superpositionsprincipen tillampad pa (PDE)+(RV),+(RV)g+(BV),
visar sedan att allminna l6sningen blir

U(T, 0, t) = i i Cmn * umn(ra g, t)
m=0n=1

o
NE

I (CmnT) (@mn, c0s(MB) + by, sin(md)) cos(mnt),

1

3
Il
=)

n

dar amn = Cmnam och by = Crnbm,.



(f)

For att satisfiera det daterstaende villkoret (BV)q krdvs dessutom att
u(rf,0) = (1 —r?) - r?sin 26.

Dra hdrur slutsatsen att man maste bestimma koefficienter ¢, som
uppfyller

(1—r?)r? = Z en - Ja(aznr),
n=1
ddr oy, dr det n:te positiva nollstallet till Jo(x). (1p)
Loésning: For att hitta en linedrkombination som uppfyller (BV); :

u(r,0,0) = (1 —r?) -2 sin 20 riicker det uppenbarligen att ta m = 2,
och bara ta med sinustermen, det vill saga:

u(r,0,t) = Z Ja (o) ey, sin(26) cos(aant),

n=1
dar ¢, = bo,, sa att
(1= r?)r?sin(20) = u(r,0,0) = > cnJa(02n7) sin(26).
n=1

Genom att forkorta bort sin(26) ser vi att vi maste hitta koefficienter
¢, som uppfyller

(1—r?)r? = Z end2(aanr).

n=1

Fran egenfunktionernas ortogonalitet (eller enklare genom att titta i
BETA) ger ekvationen ovan att

Cn

2 1
= m /0 (1 —r3)r? . Jy(ag,r)rdr (ELLER HUR?).

Fér att berdkna dessa integraler dr det lampligt att forst visa tva
hjdlpsatser:

@ (&) = 2 (e (1p)
/0 (1 —rHrm T g (o) dr = % Iy (). (1p)



Losning: Forst ser vi att

d d oo (71)71 x2n+2m+2
“ m+1 | -
o (z Jmt1()) e ngo nl(n+m + 1)! 22nFm+

> (_l)n .,L.2n+m
— . $m+1 = {,Um+1 . Jm(fE),
HZ:O nl(n 4+ m)! 22nt+m

och sedan, genom variabelbytet r = x/a,dr = dx/a och partiell

integration:
! (o3 2 m—+1 d
/0 (1 - T2)rm+1 : Jm(ar) dr = /0 (1 — %) %Jm(l')gx
1 a 1 a
- am+2/ " (1) do — am+4/ a3 I () dae
0 0
1 o 1 a
- ol - e [
= l mt1(a) — 1 [acmHJerl(x) _xz}a + L/ iUmHJmH 90 d
(6% am+4 0 Oém+4 0
1 1 2 .
~Imi1(@) = =Tnii(@) + —g [ 2 Jma(@)]o
2
@me(a)

(h) Anvdnd dessa hjalpsatser for att berdkna koefficienterna c,, och skriv
sedan (TILL SLUT!) upp det sokta svaret. (1p)

Losning: Den andra hjalpsatsen visar att

2 2 4J4 (a2n>

en = 5 ——Jalag) = 57—,
Tom) " a3, ) = G2 P

sa att slutsvaret blir

u(r,0,t) = 4sin(20) - > O% - Ja(agnr) - cos(aant).
n=1 2n*3 n

3. Betrakta det allmdanna Dirichletproblemet for det évre halvplanet:

0%u  0%u
(RV)y=0  u(z,0) = f(z) € L'(R), — 00 <z < 005
(RV)y—oo u(z,y) dr begrdnsad da y — 0o, —oo <z < 0.



(a) Det dar lampligt att l6sa detta problem genom att Fouriertransformera
1 x-variabeln — det vill sdga, infor

i(w,y) = / u(x,y)e*i“’z dx.

Observera att (RV)y—oo Overgar i kravet att 4(w,y) dr begrdnsad dd
y — 00; beakta detta dels da w < 0 och dels da w > 0.

Visa genom att forst berdkna 4(w,y) och sedan transformera tillbaka
att losningen ges av Poissons integralformel:

utw) =2 R L) N, (3p)

T Jommoo (= 0)% +y?

Losning: Pa transformsidan 6vergar differentialekvationen i

med 16sningen
W(w,y) = A(w)e*? + B(w)e Y.

Villkoret att 4(w

,y) ar begrénsad da y — oo visar att A(w) = 0 da
w>0och B(w)=0

da w<0. Sa
i(w,y) = C(w)e W
med

C(w) Alw) daw <0 (det vill siga w = —|w|),
w) =
B(w) daw>0.

Eftersom

i(w,0) = /OO u(x,0)e™" do = /0; f(x)e ™% do = f(w),

— 00

sa ger y = 0 att .
fw) =i(w,0) = Cw),

vilket innebéar att 16sningen pa transformsidan blir
i(w,y) = flw)-e .
Enligt BETA &r e~ !“l¥ lika med Fouriertransformen av

Y 1

g(x,y) = ;m-

Faltningssatsen visar till slut att

u(@,y) = f(z) * g(z,y) = 2 /°° f(v)

T oo (z—0)? +y*



(b) Anvdnd denna integralformel for att visa att losningen i specialfallet
da

u(,0) = f(z) =

T nér |z| < a,
0 nér |z| > a,

ddr a dr nagot positivt tal, ges av

u(z,y) =vinkeln vid punkten (z,y) i triangeln med horn i punkterna
(z,9), (—a,0) och (a,0).

OBS: Diskutera de olika fallen x < —a, —a < x < a och x > a var
for sig! (2p)
Losning:

(2.7) /“ dv /“ 1 1 J
u\zr,y) =y _ = - _dv
_ay2+(35*’l})2 —a91+<u>2

Yy

v—za]® a—x —a —
= |arctan = arctan — arctan
_a Yy Yy

z—(—a) z—a
Y Y

— arctan

= arctan (observera att arctan dr uddal).

Betrakta triangeln med hérn i A = (z,y), B = (—a,0), C = (a,0),
och infor dessutom punkten D = (z,0). RITA FIGURER i fallen da
x> a, —a <z < arespektive z < —a!

Var uppgift ar att visa att
u(z,y) = BAC = vinkeln vid A i triangeln BAC.

Da z > a blir

arctan LM — BAD och arctan T @,
Y Y

s& u(z,y) = BAD - CAD = BAC.
Da —a < z < a kan vi skriva

u(x,y) = arctan z=(za) + arctan —— = BAD + DAC = BAC.
Y )

Slutligen, da = < —a &r

a—x —a — X

— arctan :@—@:@.

u(x,y) = arctan



