Institutionen fér Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen i 5B1215 Partiella differentialekvationer for ME och K,
05-03-31, kl. 14.00-19.00.

e Hjilpmedel: BETA.

e Man kan fa maximalt 18 podng pa denna tentamensskrivning, sa tillsam-
mans med bonuspoangen kan man som mest fa 24 poang.

e Podnggranser: 10-14 p ger betyget 3, 15-19 p ger betyget 4, och 20-24 p
ger betyget 5.

1. Lés foljande Dirichletproblem:

0%u 0% 3
PDE w+a—y220 da0<zr<lochO<y<l;
(RV), u(0,y) =0 och u(l,y) =0 da0<y<l,;
(RV)y u(z,0) =sin7rz och u(z,1) =0 da o<z <.
Kontrollera ocksa att ditt svar verkligen dr en lésning! (4p)
Losning: Sétter man in separationsansatsen u(z,y) = X(z) - Y(y) i

PDE + (RV), + (RV)y=: sa far man
X(0)=X(1)=0,Y(1)=0 och

X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) X'w) _ _Y'(y)

=0 <= = = konstant = k,
X(2)Y (y) X(x) Y(y)
vilket ger egenvardesproblemet
X"x)—k-X(x)=0, 0<x<l,
X(0)=X(1) =0,
med de vilkinda lésningarna k, = —n?7w? och X,(x) = sin(nmx) for

n=1,2.3,....
For Y (y) fas darmed
Y (y) = n’m’ Yaly) = 0 <= Ya(y) = Aue"™ + Bue "™,
Randvéardet da y = 1 ger sedan att
0= Ya(1) = Ape™ 4 Bue—™™ —s By — —¢™7 . A,
=Y, =A,(e""Y — p2nT e Y) = Anenﬂ(enﬂ'(y—l) B em(l_y))

= — A" (enm(Y) _ o7 (10)) — 94, " . sinh(n(1 —y)),



vilket betyder att bortsett fran en proportionalitetskonstant blir
Y. (y) = sinh(nw(1 — y)).

Superpositionsprincipen visar sedan att allménna lésningaen till PDE +
(RV)z + (RV)y=1 ges av

o0

u(z,y) = Z ¢y, sin(nma) sinh(n(1 — y)).

n=1
Det aterstaende randvillkoret u(z,0) = sin 7mx tillfredsstélls genom att

véilja koefficienterna c,, sa att
sin T = u(z,0) = Z ¢p, sin(nma) sinh(nm),
n=1
vilket uppenbarligen astadkomms genom att sdtta c; sinh(77) = 1 och
ovriga ¢, = 0. Vi far ddrmed 16sningen
sin(77z) sinh(77(1 — y))
sinh(77) ’

u(x,y) =

och det ar valdigt 1att att kontrollera att detta dr den sokta losningen.

. Bestim jimuiktstemperaturen i det ihdliga klotet {(z,y,z) € R3 | 1 <
2% 4+ y? + 22 < 4} dd temperaturen pd utsidan {2* + y* + 22 = 4} dr
identiskt noll, och temperaturen pd insidan {x*+y*+22 = 1} dr invariant
under rotationer runt z-azxeln.

Ledning: Infor sfariska koordinater r, 6 och ¢. Eftersom randvillkoren dr
oberoende av ¢, sa blir dven jamuviktstemperaturen u det, vilket betyder att
u = u(r,0). Matematiskt formuleras problemet ovan pa féljande sdtt:

o Trar T \ae T g
(RV), u(1,0) = f(0) = given funktion, u(2,0) =0 da0< 6 <,

(RV)g u(r,0) och u(r, ) &r begransade dal<r<a2.

2 9 1 2
0%u ou (31‘ 8_u>:0 dal<r<2ochO

(a) Gor separationsansatsen u(r,0) = R(r) - ©(0) och visa att man far
skilda problem for R(r) och ©(6).
For att l6sa ©-problemet dr det lampligt att byta den oberoende vari-
abeln 0 mot den nya variabeln s = cos@, och den beroende variabeln

©(0) mot O(arccoss) = y(s).

Visa att y(s) satisfierar egenvdirdesproblemet

(1—52)y"(s) —2sy'(s) +A-y=0, —-1<s<1,
y(—1) och y(1) &r begransade,

<0<m;



och verifiera att detta dar ett (singuldrt) Sturm-Liouvilleproblem med
viktsfunktionen 1, sa att egenfunktionerna automatiskt bildar en or-
togonal bas for L2(—1,1). (2p)

Losning: u(r,8) = R(r) - ©(0) insatt i PDE + (RV),—2 + (RV)p ger

R(2) =0, ©(0) och ©O(m) ar begrénsade, och
R'® + 2R'O + % (RO" + cot RO’)
T% .R-©
R’ +2rR’ 0" +cot 0O
R )
vilket leder till R-ekvationen

= konstant = A,

PR'"+2rR —AR=0, 1<r<2,
och foljande egenvardesproblem for ©:

0" +cotf-0+X-06=0, 0<6<m,
©(0) och O(m) ar begrénsade.

Variabelbytena s = cosf och y(s) = O(arccoss) ger med hjilp av
kedjeregeln att

%:%%:y’(s)-(—sin9):>cot9~@':—0059-y(s):—s-y(s),
d2@ " 202 / 2 " !
a2 =Y (s) - sin“d — y'(s) - cosd = (1 — cos“0)y" (s) — sy’ (s)

= (1= sM)y"(s) — 59/ (s),

sa att egenvirdesproblemet ovan Gvergar i

(1-s%)y" —2sy +Ay=0, —-1<s<1,
y(—1) och y(1) ar begrinsade.

Differentialekvationen som upptrider hiir kan skrivas som ((1—s2)y’)'+
Ay = 0, och ar darmed av Sturm-Liouvilletyp med viktsfunktionen
1.

Man kan visa att villkoren att y(—1) och y(1) ska vara begrinsade
tvingar losningarna y(s) att bli polynom. Anvind detta for att be-
stamma egenvdrdena \. Motsvarande egenfunktioner kan normeras
sa att y(1) = 1, och kallas da for Legendrepolynom. Hdrled de tre
forsta Legendrepolynomen. (4p)

. . . . [e'e) S
Losning: Om man sétter in ansatsen y = Y~ a; s’ i

y/l_32y11_2syl+Ay:0



sa fas
Y a;i(-1) 2= a5 -1) s =2 a;i+A> a;s =0.
i=2 3=0 3=0 =0

Skriver man om den férsta summan som Y27 ajy2 (j +2)(5 + 1) 87
sa far man

o0

D lajra G+ 1) +2) —a;(j(G —1) + 25 = N)] &’ =0,
§=0
varur man sluter att
JU+1) —A .
Qjr9="—"—"——qa; forj=0,1,2,....
T GHDG+2)

Eftersom man hér hoppar tva steg (fran j till j 4 2), sa kommer alla
a; med jémnt index att bli multipler av ag, och alla a; med udda
index att bli multipler av a;. Vi kan darfor skriva l6sningen som

y:ao(l—|—(...)52—|—...)—|—a1(s+(...)s3—|—...):yjamn—l—yudda.

For att koefficienten a,, 42 ska bli noll, sa maste A = n(n+ 1), och da
fas &ven att apyq4 = ap—g =--- =0.

n jamnt: a; = 0 = yYyqqa = 0 och

Y = Yjsmn = ao(1+(...)s*+ - -+(...)s") = polynom av graden n;
n udda: ag = 0 = ¥Yjamn = 0 och

Y = Yudda = a1(5+(...)s*+--+(...)s") = polynom av graden n.
n=0:

i(j+1) -0
aj+2:(‘7(‘] ) aj:>a2:a4:...:0

i+ +2)
= y = ag; ap = 1 = Legendrepolynomet Py(s) = 1.

n=1:
JjG+1) -2
Ujp2 = Tl = a3 =as=--=0
T G+nG+2) Y
= y = a18; a1 = 1 = Legendrepolynomet P;(s) = s.
n=2
jG+1)—-2-3
Qa: QZ%CL':>04:Q6:"‘:O
GG+
=y = ag + ags®, dir ay = —6/2-ag = —3ag =
9 3s2—1
y =ao(l —3s%); ap = —1/2 = Legendrepolynomet P5(s) = 5



SLUTSATS: Egenvirdena blir A = n(n + 1) och egenfunktionerna
© = P,(cosf), dar n =0,1,2,... och {P,} ar Legendrepolynom.

Bestim de losningar till R-ekvationen som svarar mot de funna egen-
virdena. Ledning: Byt till exempel r mot €, sd évergdr differen-
tialekvationen for R i en som har konstanta koefficienter. (2p)

Losning: A\ = n(n + 1) ger foljande differentialekvation for R:

r?R" 4+ 2rR' —n(n+1)R = 0.

d
r = et — d—: = et =7 y(t) = R(et) et
dy dR dr ’ d*y 1" ’ o2 /
il R -roc o7l =R'"-r+R)-r=R"-r*"+R -r,

varvid differentialekvationen 6vergar i

y'(t) +y'(t) = n(n+ 1)y(t) = 0.
Tillhérande karakteristiska ekvation ar
MNidx—n?P—n=0+<= V-n)+OXN-n)=0

n,

= A-—n)A+n+1)=0 < )\:{—n—l

varfor
R=A-e"4+B.-e "t = A.pn 4 B.p=(nHD),
Randvillkoret R(2) = 0 ger déarefter att
0=A-2"+B-27("H) — B = 4. 9%+

Bortsett fran en proportionalitetsfaktor blir dafor

22n+1 22n+1 _ ,,,,271—&-1
n

= rn—&-l - = ,rn+1 :

Anvand superpositionsprincipen for att ange den allmdnna lésningen
till PDE + (RV)y—2 + (RV)g, och férklara sedan hur denna losning
kan specialiseras sa att den dven uppfyller (RV),=1. (1p)

Loésning: Allménna 16sningen till PDE+(RV),—2+4(RV)y blir saledes

22n+1 2n+1

Z U~ P, (cosb).



For att satisfiera (RV),—1 ska koefficienterna a,, véljas sa att
f(0) =u(1,0) = Z an (22"'5'1 —1)- P,(cos¥).
n=0

Fran BETA ser man att detta innebar att
2n

an (27T —1) = *y/“ﬂm.a@%msmmm
0

2
varfor slutsvaret blir

L (2n+1) [y f(0)Pa(cosf)sinfdf 22n+1 — p2n+l
U(’I“, 0) = Z 2(22n+1 _ 1) ’ pn+l

n=0

Berdikna losningen i fallet dd f(0) = cos®6.

Lésning: DA f(6) = cos®(0) fas
cos®(0) = Z an (22771 — 1) P, (cos @),
n=0
eller, med s = cos®f,

o
3= Z an (22" — 1) P, (s).
n=0

Men nu ser man i BETA att
3 2
§3 = gPl(s) + 5P3(8),

sa att a, ar noll da n &r skilt fran 1 och 3, medan

al-(23—1):§ och a3~(27—1):§,
det vill séga,
3 3 2 2
M5 T3 O BT 57T a3
Fran detta ser vi att
u(r,0) = % - P (cosf) + % - P3(cos9),

dar

Py(cos@) =cos® och Ps(cosf) = 200539 - g cosf.

<Py, (cosb).

(2p)



3. Los randvardesproblemet

Pu  0*u
PDE — =— A h ;
92 8x2+t da x > 0ocht>0;
RV w(0,t) =0, u(zx,t) = begransad nidr x — co dat > 0;
0
BV u(z,0) =0, 8—1:(:5,0):0 diz >0,
samt skissera losningen da t = 1. (3p)

Losning: Vi Laplacetransformerar med avseende pa tiden, och satter

U(:z:,s):/ e tu(z,t) dt.
0

Laplacetransformering av PDE + BV ger

0
2
s%-Ulx,s) W(x’8)+52’
eller 52
U, |
a2 V=g

—SsT

Man ser direkt den homogena 16sningen Upom = A(s)e®® + B(s)e ** och

partikulirlosningen Upay, = 1/(s%), sé att
1
Ul(z,s) = A(s)e®® + B(s)e™** + a

Eftersom U(z, s) &r begrénsad da z — oo maste A(s) = 0 for alla s, vilket
innebar att

_ 1
U(xz,s) = B(s)e™* + a
Det aterstaende randvillkoret w(0,t) = 0 ger att U(0,s) = 0, det vill siga
1 1

Dérmed blir Laplacetransformen av den sokta 16sningen lika med

U(z,s) = ife*‘”V L

s4 st
Inverstransformering ger sedan
B (t—x)3 £ (t-2)?® .
u(amt):——( z) CH(t—2)=1§ 3 d?0<x<t,
3 3t G da x >t

Speciellt ar

dax>1,

D=

1—(1—xz)® o
u(x,l){46 da0o<ax<l,

vars graf ar latt att rita.



