Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag till
5B1215/3 féor ME och 5B1301 for K:
PARTIELLA DIFFERENTIALEKVATIONER
05-08—-22, kl. 8.00-13.00.

e Hjidlpmedel: BETA.

e Man kan fa maximalt 18 poiang pa den har tentamensskrivningen, sa
tillsammans med bonuspoangen kan man som mest fa 24 poang.

e Poanggranser: 10-14 poang ger betyget 3, 15-19 poang ger betyget 4,
och 20-24 poang ger betyget 5.

1. Lés foljande randvdrdesproblem:

ou  O*u

PDE — = 0 t>0;
5 = o <z<m t>0;
ou ou

RV 0,1 t)=0 t>0;
20,1 = 2, 1) ,

BV u(z,0) = 8sin*z 0<z<m,

och kontrollera sedan att ditt resultat stdmmer. (4p)

Losning: Enligt EXAMPLE 1 i avsnitt 3.6 i laroboken har PDE +

RV 16sningen
Z a, e " " cos(nx),

n=0
och det aterstar bara att bestdmma koefficienterna a,, sa att aven be-
gynnelsevillkoret blir uppfyllt, det vill saga

u(x,0) = 8sin*r = Z ay, cos(nw).

n=0



Eftersom 2sinz = 1 —cos(22) och 2cos?x = 1+ cos 2z (se BETA t.ex.),
sa ar
8sin'r =2 - (2sin’z)* = 2+ (1 — cos 27)?
=2 — 4c0s2x + 2c0s’2x = 2 — 4cos 22 + 1 + cos 4w

=3 — 4 cos 2x + cos 4z,

varfor man inser att a9 = 3, ay = —4, a4 = 1 och att 6vriga a,, = 0.
Dérmed far man SVARET

u(z,t) = 3 — 4cos(2z)e™* + cos(4x)e 1%,

Koll av PDE:n:

?3_7; = 16 cos(2x)e* — 16 cos(4x)e %,
% = 16 cos(2z)e * — 16 cos(4x)e 9.
Koll av RV:
o = Ssin(2r)e " — dsin(d)e — Z10,1) = T (m.1) =0

. Bestam den allmdanna losningen till differentialekvationen

1
x2y"—i—xy'—|—( 2_Z>y:07

med hjalp av Frobeniusansatsen, och visa sedan att denna losning kan
uttryckas med hjilp av elementéra funktioner. (4p)

Losning: Ansatsen y = >~ a,2""" med ag # 0 ger att

y = Z an(n+7r)z" 1 och ¢’ = Z an(n+7r)(n+r— 1)z
n=0 n=0

insattes detta i differentialekvationen sa fas:

Z an(n+r)n+r—1)a"" + Z an(n +r)z" "

n=0 n=0
o) 0o 1

+ a xn+2+r o Za :L,n—&—r =0
4



Genom bytet n +— n —2 kan den 3:e serien skrivas som Y~ a,_oz™t".
Om man darefter dividerar med z” 6verallt och tar ut termerna in-
nehallande 2° och ! for sig sa far man

g [r(r—l)—i—r—ﬂ +ar [(1+r)r+(1+r)—ﬂx

> 1
n —1 — 2| +ans)a"=0.
—i—;(a [(n+r)(n+r )+ (n+7) 4J—i—a 2)x
Da koefficienten framfor varje x-potens ar noll och dessutom ag # 0,
ser vi att

r? — i =0, (1)
a1 {(r +1)2 - ﬂ =0, (2)
an [(n +7)? — ﬂ +ap =0 for n>2. (3)

Forsta ekvationen visar att r = £1/2. Om r = 1/2 inséttes i (2) fas att
a; = 0, medan r = —1/2 leder till a; - 0 = 0, sa att a; blir godtycklig.

Lat oss studera fallet r = —1/2! Da é&r alltsa ap och a; godtyckliga,
och ekvation (3) leder till

—1 )
ap = ———ap_o for n > 2.
n(n—1)
(1) n = jamn = 2m och ay = A ger att
—1
Ao == A(m—
T om(2m — 1) Y
—1 —1 —1

om(2m —1) (2m—2)2m—3) 2.1

_1)ym
:A-< ) for m=20,1,2,3,....



(2) n =udda = 2m — 1 och a; = B ger att

-1
A2m—1 _(Qm “1D(2m— 2)a2m—3
-1 -1 -1
= . o a
2m—-1)2m—2) (2m—-3)2m—4) 3.2
. " g 1,2,3
—RB. T = A
@m—1) O T e
Tillsammans fas darmed 16sningen
1/2 m 2m o m 1,.2m—1
- A-
SOy

=A-z” 1/2(3osgz:—i-B-x /smx.

. Betrakta en odndligt lang cylinder med radien a, som i cylinderkoordi-
nater ges av {0 <r <a, — w1 <0 <m, —00 < z<oo}. Omu(r,0,zt)
betecknar temperaturen i punkten (r,0,z) vid tiden t, sa satisfierar u
varmeledningsekvationen

@*/{Z @+1au+i@+@
ot or2  ror 12002 022)°

ddr konstanten k dr varmeledningskoefficienten. Lat oss anta att tem-
peraturen dr lika med noll pa stavens mantelyta (det vill sdga, u(a,0, z)
=0 for alla 0, z och t), och att begynnelsetemperaturen u(r,0, z,0) bara
beror pa r. I sa fall kommer temperaturen u bara att bero pa r och t:
u=u(r,t), och vi far da foljande randvdrdesproblem:

ou Pu 1 0u
PDE — =k t ;
5 (8r2+r8r> O<r<a,t>0;
RV u(0,t) = begrénsad och u(a,t) =0, t > 0;
BV u(r,0) = f(r) = given funktion, 0<r<a.

Visa att separationsansatsen u(r,t) = R(r) - T(t) insatt i PDE + RV
leder till att R(r) satisfierar Sturm-Liouvilleproblemet

1

R"(r) + = R'(r) + (konstant) - R(r) = 0,
T

R(0) = begransad och R(a) =0,

4



och att T(t) satisfierar
T'(t) + k - (konstant) - T'(t) = 0,

dar (konstant) dr en separationskonstant.

Eftersom temperaturen pa cylinderns yta halls vid noll grader hela tiden
ar det fysikaliskt uppenbart att T'(t) — 0 da t — oo. Visa att detta for
med sig att separationskonstanten maste vara positiv, sa att vi kan
sdtta (konstant) = \?, ddar A > 0.

Visa att R-ekvationen overgar i en Besselekvation av en viss ordning
under variabelbytet r — \r = x, och utnyttja detta for att plocka fram
de mdjliga A\-vdirdena och tillhérande egenfunktioner Ry(r).

Da de majliga virdena for (konstant) = A\? ar kinda loses T-ekvation-
en, varefter superpositionsprincipen ger allmanna losningen till PDE

+ RV.

Bestam till slut koefficienterna i superpositionen sa att ocksa begynnel-
sevillkoret blir uppfyllt. (4p)
t) = R(r) - T(t) insatt i RV visar

Losning: Separationsansatsen u(r,t) =
0; insatt i PDE fas

att R(0) ar begransad och att R(a)

R-T" k(R'-T+iR-T)

R-T R-T
<:;>1T'_R”+%R_(k tant)
2 T— R = onstant ).

T-ekvationen T'+k-(konstant)-T = 0 har 16sningen T’ = C'.e~F(konstant)t,
Eftersom véarmeledningskoefficienten k &r positiv, ser vi att (konstant)
maste vara positiv for att T'(t) ska ga mot 0 da ¢ — oco. Vi kan déarfor
sitta (konstant) = A%, dar A > 0.

Efter detta ser vi att R(r) ar 16sning till féljande Sturm-Liouville prob-
lem:

r?R"(r) +rR + \?r*R = 0,

R(0) = begrénsad, R(a) = 0.

Om vi sétter x = Ar, sa blir R(r) = R(xz/\), som vi uppfattar som en



funktion av x. Med hjalp av kedjeregeln fas sedan

dR _dR dr  dR

dr  dr dr Cda’
PR _ Rdr _ |, R

dx? dx? dx dx?’
varfor R-ekvationen Gvergar i

d*R dR
2— —_— 2 pu—
xdm2+xdx+xR 0,

som ar en Besselekvation av ordningen 0, med allménna losningen
R(x) = AJo(z) + BYy(x).
Med x = Ar foljer det alltsa att
R(r) = AJy(Ar) + BYy(Ar).

Da R(0) &r begransad, medan Y;(0) dr obegrdnsad, maste B = 0.
R(a) = 0 = Jy(Aa) = 0, sa att Aa ar ett nollstélle till Jy: \a = a,, =
n:te nollstéllet till J,.

Darmed fas R-losningarna
Rn(r):An'J0<an'z>, n=1273,...
a

Med separationskonstanten = A\* = o2 /a® blir sedan

ko

2
T,(t) = Che~ ', for n=1,23,...

Sa allmanna l6sningen till PDE + RV blir

2
n

o
ka
u(r,t) = Z cn - Jo (%) e <t
n=1

Det aterstar sedan att vélja koefficienterna ¢, sa att BV blir uppfyllt:

) = w0 = Y o (0.



Fran BETA hamtar vi foljande uttryck for c,,:

2 @ r
Cp = () /0 f(r)Jo (ana> rdr,
och far till slut SVARET:

0= Sy b o) e o) 5

n=1

. I foregaende tal anvindes superpositionsprincipen for PDE + RV. For-
klara vad denna princip innebdr och varfor den fungerar ¢ detta konkre-

ta fall! (2p)
Losning: SUPERPOSITIONSPRINCIPEN sager att om funktionerna
uy(r,t),..., un(r,t) ar losningar till
ou 0?u  10u
PDE —=k|=—+-——
ot (8r2 * r 07’)
och
RV u(0,t) = begrénsad, wu(a,t) =0,

sa dr warje superposition (eller linedrkombination om man sa vill)
u(r,t) = Zi:;l Cntn (1, t) ocksa en 16sning till PDE + RV.

Bevis: Att u(r,t) satisfierar PDE:n &r det samma som att

0 L0 k9N
ot or?2  ror v=

Detta foljer darigenom att

N N
0 0? k O
:Z%@"W—;a)“nzz%'ozo-

n=1



Vidare ar

N N
u(0,t) = Z Cnun(0,t) = Z ¢, - nagot begransat = begréansad,
n=1 n=1
och
N N
u(a,t) :chun(a,t) = Z cn-0=0,
n=1 n=1

sa superpositionen uppfyller ocksa RV.

. Anvdnd Fouriertransformering for att losa begynelsevdrdesproblemet

0 0?
PDE 8—1;:8—;;—2u+g(x), —00 < x <00, t>0;
BV u(z,0) = f(x), —00 <z < 00,

dar g(x) och f(x) dr givna absolutintegrabla funktioner pa R.

Lésningen u(z,t) skall skrivas som en summa av tva enkelintegraler,
varav den ena dr en faltningsintegral innehallande begynnelsevdrdes-
funktionen f(z), och den andra dr en inverstransform som dr oberoende
av f(z). (4p)

Losning: Lat a(w,t) = [° u(z,t)e”™" dz vara Fouriertransformen

av u(x,t) i z-led. Harur fas att

(w,0) = / u(z,0)e“" dr = / fla)e ™ de = f(w).
Fouriertransformering av PDE:n med avseende pa x ger
Ou(w,t 9. . .
% = (iw)*i(w,t) — 20(w, t) + §(w)
Ju(w,t)
ot
Eftersom det inte forekommer nagra derivator med avseende pa t, sa
kan vi betrakta denna ekvation som en ordindr differentialekvation it
for varje fixt w. Man ser direkt att

+ (W + 2)a(w, t) = g(w).

9(w)

~ o —(w2+2)t ~ _
Unom = C(w)e och  Upart = io




sa att
a(w, t) = C(w)e @+t 4 M

w? +2
Satter man har in t = 0 far man
) ; g(w)
0) = =C
i(,0) = @) = Clw) + S0,

vilket betyder att

Darmed blir

ﬁ(w,t) _ f(w)e‘”Qt . e—2t + g(w> (1 . e—(w2+2)t).

Det aterstar att inverstransformera detta uttryck sa att vi far tillbaka
variabeln z istillet for w. Eftersom det ir vilbekant att e=*t ar Fouri-

ertransformen av 1
2
x

e 4,
Vit
ser vi att inverstransformen av f(w)e™** blir en faltning, medan den

andra termen far inverstransformeras med hjalp av den allmanna in-
versionsformeln:

e~ [ _ (@=)?
u(z,t) = = fv)-e” 3 dv

1 [ g
L1 J(w)
21 J_ o w?+2

(1— 6—(w2+2)t)ez'w;r dw.



