Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och losningsforslag till

5B1215 Komplexa funktioner for ME, 05-08—-29, kl. 8.00-12.00.

Hjélpmedel: BETA (och ingenting annat).
Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

Om lappskrivning j dr godkénd (dér j = 1 eller 2), sa fas automatiskt
3 poang pa uppgift j.

Betygsgranser: 9-11 poang ger betyget 3, 12-14 poang ger betyget 4,
och 15-18 poang ger betyget 5.

. Bestdm och rita bilden av rektangeln {z € C: 0 < Rez <1, 1 < Imz <

2} under avbildningn w = e*.

Losning: z =z +iy, dar 0 <x <loch 1 <y <2

w=e"=e""=¢" ¥ < |w|=¢" och argw =y +n-27
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sa att bildfiguren begréansas av cirklarna {|w| = 1} och {|w| = e}, samt
av halvstralarna {argw = 1} och {argw = 2}.

. Visa forst att den reella funktionen u(z,y) = x? —y? —y ar harmonisk

i hela (z,y)-planet, och bestam sedan en komplex funktion f(z) som dr
deriverbar i hela z-planet och uppfyller Re f(z) = u(x,y).
Losning: Rattframma riakningar ger att 0%*u/dz* + 0*u/0y? =2 -2 =
0, sa u ar harmonisk 6verallt.
For att bestdmma f(z) = u(z,y) + iv(z,y) anvander vi Cauchy-Rie-
mannekvationerna:

ou  Ov ou v

—=— och —=-——.

or Oy oy ox



Den {orsta visar att

0 0
8—226—7;:2x:>v:2xy—|—g(x),
varefter den andra sager att
v Ju
— =2 "(2)=———=2y+1
g~ @) =g =2

=d@@)=1 <<= g(z)=2+C=>v=22y+2+C,
dar C ar en godtycklig (reell) konstant. Darmed blir

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(r,y) = 2* +i - 20y — y* + iz — y +iC
= (z+iy)* +i(x +iy) = 2° + iz +iC.

. Visa att funktionen f(z) = z inte dr deriverbar genom att undersika
gransvardet av differenskvoten

f(z+Az) = f(2)
Az

da Az — 0.

Losning: I vart fall blir differenskvoten

(z+Az)—z Az  Az—iAy
Az Az Az +iAy

Observera att Az — 0 <= Az — 0 och Ay — 0.

(1) Om Ay — 0 forst och Az — 0 sedan, sa fas

Axr —iAy Az
— ﬁ —
Ax +iAy Az

(2) Om déremot Az — 0 forst, sa fas istéllet

Az — iAy —iAy

— —1.
Az + 1Ay 1Ay

Eftersom man saledes far olika resultat beroende pa hur Az — 0, sa
finns inget gransvéarde.



4. Berakna alla losningarna till ekvationen

cosz = 5.
Losning;:

cosz:%(eiz+e_iz):5 = (eiz)z—loeiz—i-l:O
= ¥ =5425-1=5+2V6 (som ar > 0)
— iz =1log(5+2V6) = In(5+V6) +i-2mn

—= z=2mn—iln(5+£2V6), n=0,%1,42,....

5. Hirled en konform avbildning av vinkelomradet {z € C | —7w/6 <

arg z < m/6} pa enhetsskivan {w € C | |w| < 1}.

Loésning: Om vi forst sitter 2, = e™/62, sa vrids vinkelomradet vinkeln
7/6 till {23 € C| 0 < argz; < m/3}. Satter vi dar efter zp = (21)® =
e™/223 = 23, s tredubblas vinkeln och vi far omradet {z, € C | 0 <
arg zo < m} = Ovre zp-halvplanet. Med hjélp av spegelpunkterna =i
till reella axeln kan detta sedan avbildas pa enhetsskivan med hjalp av
standardavbildningen

29— 122 —i  23—1

241 iz34i 2B 41

6. Los foljande randvdrdesproblemproblem i det ovre halvplanet:
—5+55=0 da —oo <z <ooochy>0,

0 dax<-—1 dg
x,0) = och —=(z,0)=0 da —1<z<1.
9(z,0) {20 dax>1 8y< )

Losning: Enligt BETA avbildas halvbandet {z € C | —7/2 < Rez <
7/2, Imz > 0} konformt pa 6vre halvplanet genom w = sinz. Om vi
inverterar denna avbildning och sitter w = arcsin z, sa kommer 6vre
z-halvplanet att avbildas konformt pa halvbandet {w € C | —7/2 <
Rew < 7/2, Imz > 0}. Om vi sétter w = u + iv och observerar



att normalvektorer pa grund av konformiteten avbildas pa normalvek-
torer, overgar ddrmed ursprungsproblemet till f6ljande problem i (u, v)-
planet:

0? 0?

a_ug+a_yg:0 da —7/2<wu<m/2o0chv>0,
g(—=m/2,v) =0 dav>0,

dg

a—(u,O)zO da —7/2 <u<m/2,
v
g(m/2,v) =20 dawv>0.

Laplaces ekvation och villkoret for dg/dv &r uppfyllda om g(u,v) =
au+b, dir a och b ar konstanter. Lat oss se till att 6vriga villkor ocksa

blir uppfyllda:

0=g(—7/2,v)=a-(—7/2)+b=>b=a -7/2=g=a-(u+7/2),
20=g(m/2,v)=a-(7/24+7/2) =ar = a=20/7

20 20
=g=—u+10=10+ —Rew.
T T
Med w = arcsin z fas till slut att

20
g(z,y) =10 + —Re arcsin z.
m



