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1. Sok forst icke-triviala l6sningar till differentialekvationen och randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7'(t), att

T//(t) _ 4){'//(:L,)

= konstant = 4k.
0 X&) onstan

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 (0<z<m),

X(0) = X(x) = 0.

Om k > 0 finns bara den triviala l6sningen X = 0, s& vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. D& fas
X(x) = Acos(Az) + Bsin(Ax),

varvid X (0) =0 ger A =0, och sedan X (7) = 0 att A7 maste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsa: A=n,n=1,2,..., k= —n? och X(z) = Bsinnz.

Ekvationen fér 7' blir nu 7" + 4n?T = 0, med losningar
T'(t) = acos2nt + bsin 2nt.
Vi fann allts& produktlosningarna
u(z,t) = Bsinnx(acos2nt + bsin 2nt), n=12....

Superposition av dessa och omddpning av konstanterna ger

u(z,t) = Z sin nx(a, cos 2nt + b, sin 2nt).

n=1

Nu ska begynnelsevillkoren satisfieras. Vi har

[e.e]
u(z,0) = Z a, sinnz,
n=1



s& jamforelse med de givna begynnelsevillkoren ger direkt att
az =5, a, =0 for n #3,
2-4-by =38, 2nb, =0 for n#4
Vi far ddrmed svaret pa uppgiften:

u(x,t) = 5sin 3z cos 6t + sin 8t sin 4t.

. Lat .
ﬁ(w,t):/ u(z,t)e ™" dr.

Enligt BETA och givet initialvirde géaller da

Fouriertransformering av differentialekvationen ger

ou
4— = (iw)*d.
5 — (W)
Denna differentialekvation i ¢ (linjar med konstanta koefficienter) har den allmén 16sningen
2

U(w,t) = Alw)e Tt

Insattning av ¢ = 0 ger att
Aw) = (w,0) = Ve~ T,

och vi far
2 2 w2(t+1)

G(w,t) = Vme Te Tl =\/re™ 1,

som efter tillbakatransformering med hjéalp av BETA ger svaret

1
€
Vi+l

u(z,t) =

a) Vi har

[e%¢)
o E : n—+r
y - a’nx 9
n=0

y = Z(n +7)a,z" T = Z (n+7r+1Dap 12",
n=0 n=-—1
xy = Z(n +7r)a,a™t’,
n=0

y' = Z(n +7)(n+r—1)a,a™" 2,
n=0

vy = (n4r)(n+r—1aa" =Y (n4r 4+ 1)(n+r)agaat

n=0 n=-—1



Detta ska vara = 0, vilket ger “indexekvationen” r> = 0, med r = 0 som enda l&sning,

2y + (2 —2)y + Ay =
(Cn+r+1D)(n+7r)+2n+7+1))ans1 — (n+7r— Na,]z" "+
+2((=1) +7r+D((=1) +7) +2((=1) + 7+ 1))ag

= Z[2(n + 7+ 1) %001 — (047 — Na, 2™ + 2r2ay.

och rekursionsformeln

dvs. (d& r = 0),

n+r—A>\
Qp, = = A,
1 2(n+r+1)2
n— A\
ntl] = —————0an, =0,1,2,....
AR RIS EA

Da A =2 och gy = 1 ser vi att

och darmed

Alltsa

1
(11:_1, CL2:§, CL3:O,

a4:a5:~~~:O.

1
y(z)=1—x+ §x2.

Skriv forst ekvationen pa normalform:

Detta ger

eller

x A x
(e by + Se iy =,

som ar pa Sturm-Liouville-form med viktsfunktionen

1 =
w(x) = 56_5.

(En annan konstant ganger e~ 2 duger lika bra.)

Multiplikation av f(x) =

ger med hjalp

m=0
av ortogonalitetsrelationerna

I f Yw(z) dx

Jo Iyn |2w v)de

A =

> o AnYm(z) med y,(z)w(z) och integration fran 0 till co



4. Vi Laplacetransformerar i t-led, och satter

5.

Ulx, s):/ u(z,t)e " dt.
0

Differentialekvationen inklusive begynnelsevillkor blir

’U 6
2 _
s*-Ulx,s) = o2 52
eller P2U .
2 _
o7 ° Uz, s) =

Detta &r en inhomogen linjar differentialtialekvation med konstanta koefficienter med x som
oberoende variabel. Den “homogena l6sningen” ar U, = A(s)e™ + B(s)e™ ", och en
partikulér 16sning dr Uy, = 6/s*. Den fullstindiga l6sningen dr dérmed

6
U(z,s) = A(s)e™ + B(s)e™™ + —.
s
Antagandet att u(z,t) dr begridnsad da x — oo leder till slutsatsen att A(s) = 0 for all s.
Det aterstaende randvillkoret ger sedan U(x,s) = 0, varav B(s) = —6/s". Alltsa har vi

6 _. 6
U(:U,s):—g-e —1—9.

Eftersom S% = L(t?) ger inverstransformering av ovanstaende 16sningen

8 da t<uz

u(z,t) =t> — (t—x)’H(t —2) = ’

(1) ( JH( ) {t3—(t—x)3 da t> .

a) Ekvationen &r av Eulertyp. Antingen gor man ansatsen R(r) = r® (eller en
motsvarande fullstindig potensserieansats) eller s& gér man substitutionen r = e’. Man
far indexrotter, eller karakteristiska rotter, « =n och a = —n — 1, och den allménna
16sningen blir

R(r) = Ar™ + Br—" 1,
Héar maste B = 0 pa grund av kravet da » — 0.
b) Inséttning av Y = ©® i ekvationen AY = AY ger (med A = —n(n + 1))

@// (_)/ 1 @//

— tcotl — + —— —

) ©  sin?f ®?
Efter multiplikation med sin? § inser man att ®”/® maste vara konstant, och med
tanke pa att ®(p) ska vara 2m-periodisk s& maste denna konstant vara pé formen —m

for nagot heltal m; lésningarna for ¢ blir da

O(p) = Ceme

=-—n(n+1).

2

(eller, pa reell form, ®(p) = Acosmp + Bsinmey; i det senare fallet récker det att
anvianda heltal m > 0, i den komplexa framstéllningen méste man anvinda bade
positiva och negativa heltal m). Man kan visa att endast varden pa m i intervallet

—n < m < n ar aktuella. Motivering for detta pastdende far anses ligga utanfér ramen
for tentan.

Ekvationen for © blir nu

0" +cotO + [n(n+1) —




c¢) Skriv y(s) = O(0) med s = cosf. Med hjalp av kedjeregeln fas
O = —sinfy,

0" =sin”0y" —cosfy = (1 —s*)y" — sy.
Inséttning i ekvationen for © ger

m2

1— 2 //_2 / 1) —
(1=s)y" =28y + [n(n+1) = 7

ly =0,

vilket &r Legendres associerade differentialekvation. Losningarna (de associerade
Legendrefunktionerna) betecknas y = P(s). Vi far ddrmed lésningarna till
O-ekvationen:

O(0) = P*(cosh)
formn=20,1,2,..., —n < m < n.

d) Den allménna losningen till Laplaces ekvation blir alltsa

u(r, 0, @) = i i Apm 7" P™(cos 0) €.

n=0 m=—n

Bjorn Gustafsson



