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samt 5B1301 Matematik f.k. for K

e Tillatet hjalpmedel: Formelsamlingen BETA.

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0—4 poang. Betygsgranserna,
for den totala podngsumman inklusive bonus, ar 9 (betyg 3), 13 (betyg 4) och 17 (betyg 5).

1. Bestdm l6sningen u = u(x,t) till foljande begynnelse /randvirdesproblem for en svingande
strang av langd .
0*u 0%u .
W:Zl@ for O<I<7T, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0 (t >0),
u(z,0) = 5sin 3z (0<z<m),
ou

E(x,0)28sin4x (0<z<m).

2. En oéndligt lang stav har vid tid ¢ = 0 temperaturférdelningen

2

u(z,0) =e* (—oo <z < 00),

déar x ar koordinaten langs staven. Temperaturen u = u(zx,t) utvecklas i tiden enligt
varmeledningsekvationen

ou  0*u

Bestam u(x,t) genom att Fouriertransformera ekvationen i z-led.
3. Vi betraktar differentialekvationen
2zy" + (2 —2)y + Xy =0
pa intervallet 0 < z < co. Hér ar y = y(z), och A &r en reell parameter.

a) Anséatt en 16sning pa formen N
y=a" Z an"
n=0

och normalisera denna sa att ag = 1. Bestdm ett virde pa r och bestam en
rekursionsformel for koefficienterna a,, s att differentialekvationen blir uppfylld.



b) I fallet A = 2, bestam alla koefficienterna a,, explicit och skriv upp lésningen y(z).

c) Genom att multiplicera differentialekvationen med en lamplig faktor, skriv om den s&
att den blir pa4 Sturm-Liouville-form:

(p(x)y") + (q(z) + dw(z))y = 0.

Identifiera speciellt viktsfunktionen w(z).

d) Antag nu att A dr ett heltal > 0. Skriv A =n, n =0,1,2,..., och 1at y = y,(x)
beteckna tillhérande 16sning, erhéllen i a). D& vet man att funktionsfamiljen
{yn(x) :mn=0,1,2,...} bildar ett fullstandigt ortogonalsystem:

0 om m # n,

>0 (men andligt) om m = n,

/ Ym (2)yn (2)w(x) do = {
0
och varje funktion f(x) som uppfyller

/000 |f(z)]Pw(z) dov < oo

kan utvecklas i en serie

f(IL’) = ZAnyn(x)

Hérled en formel (innehallande integraler med f, v, och w) for bestdmning av
koefficienterna A,,.

4. Bestdm en 16sning v = u(x,t) i omradet x > 0, ¢t > 0 till féljande problem (innehéllande en
inhomogen vagekvation):

o 6t (x> 0,t>0),
xXr

u(0,t) =0 (t >0),
u(x,t) = begrinsad d& = — oo (t>0),
ou

u(z,0) =0, E(m,O) =0 (x > 0).

Ledning: Laplacetransformera i ¢-led.



5. Laplaces ekvation i sfiriska koordinater (r, 0, ¢) &ar

Pu  20u 1
—+-—+—=Au=0
orz  r or * 2 =
dér
A 82u+ t98u+ 1 0%
U= ——+cotl — + —— —.
062 90 sin? 6 dyp?
Genom variabelseparationen

U(T, 0, 90) = R(T)Y(9> 90)

far man egenvardesproblemen
PR'+2rR+AR=0 (0 <7 < 00),

AY = )\Y
for R respektive Y, och dar A ar en separationskonstant.

Man kan visa att villkoren att Y (0, ¢) maste ha dndliga gransviarden da § — 0, 6 — 7 och
vara 2m-periodisk i ¢ bara tillater virdena

A=—-n(n+1), n=20,1,2,...,
pa A. Vi antar i fortsdttningen att A a4r pa denna form.

a) Los pa valfritt sitt ekvationen for R(r) med beaktande av att R(r) méaste ha ett
andligt gransvirde da r — 0.

b) Genomfor variabelseparation mellan 6 och ¢, dvs. s6k 16sningar till AY = A\Y pa
formen

Y (0,0) =0(0)2(p).

En ny separationskonstant upptrader. Bestdm de differentialekvationer som © och ®
ska uppfylla samt bestdm de tillatna virdena pa den nya separationskonstanten.

c) Visa att differentialekvationen f6r © via variabelsubstitutionen s = cos 6 kan
identifieras med Legendres associerade differentialekvation (se BETA) och uttryck
16sningarna © i associerade Legendrefunktioner.

d) Sammanfatta det hela genom att skriva upp den allménna 16sningen till Laplaces
ekvation i sfariska koordinater som en odndlig dubbelsumma innehallande de erhéallna
basfunktionerna.

LYCKA TILL!



