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1. Sok forst icke-triviala 16sningar till differentialekvationen plus randvillkoren p& produktform:
u(z,t) = X(x)T(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7'(t), att
T'(t) _ 4X”(az)
@)  X(x)
For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 0<z<1),
X(0)=X(1)=0.

Om k > 0 finns bara den triviala l6sningen X = 0, s& vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. Da fas

= konstant = 4k.

X(z) = Acos(Az) + Bsin(Az),
varvid X (0) =0 ger A =0, och sedan X (1) = 0 att A méaste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsd: A=nm (n=1,2,...), k = —n?r? och diirmed

X(x) = Bsinnmz.
Givet k som ovan blir ekvationen for T: T + 4n?7%T = 0, med 16sningar
T(t) = Ce ™,
Vi fann alltsa produktlésningarna
u(z,t) = Bsinnnzx - 0674"2”2’5, n=12....

Superposition av dessa och omddpning av konstanterna ger

o0
—4An2x2t -
u(x, t) = E Cpe " ™ sinnma.
n=1

Nu ska begynnelsevillkoret satisfieras. Insdttning av ¢ = 0 ger

u(z,0) = Z Cysinnmz,
n=1

och jamfor vi detta den givna begynnelsefunktionen far vi C5 = 2, C5 = 4, C'; = 6, 6vriga
C, = 0. Detta ger svaret pa uppgiften:
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w(z,t) = 2e 43 tgin3rx + 4.¢ 4 L gin S + 6T T tgin T
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2. Ansitt u(r,t) = R(r)T(t) for differentialekavtionen och randvérdena. Det ger

1 1
~RT"=R'T + -R'T.
C r

Division med RT' ger att

1Tt R'(r)+LR(r)
_ —= r = k — .
2T R0 onstant = k

For att fa periodiska 16sningar i ¢t maste k < 0, sa skriv £ = —)\2, A > 0; ekvationen for T
blir d& T" + ¢2\?T = 0, med 16sningar

T(t) = Acos(cAt) + Bsin(cAt).

For R fas
rR"+ R + \*rR=0.

Detta ar Bessel differentialekvation av ordning noll p& parametrisk form. Substitutionen
x = Ar ger ekvationen pa standardform (vi skriver y(z) = R(r))

2y +y +ay=0

med l6sning y(x) = CJp(x) + DYy(x). Har maste D = 0 eftersom véra 16sningar ska vara
reguléra i origo. Detta ger (med C' = 1; det blir tillrackligt manga konstanter senare),

R(’f’) = Jo(/\r)
Randvillkoret u(a,t) = 0 ger sedan att Aa méaste vara ett nollstalle till .Jy. Alltsa

>\:_7

och darmed ,

a,
R(r) = Jo(—).
a
Superposition ger den allménna lésningen (alltsd svaret pa a))

copt copt

u(rt)y =Y Jo(%)mn cos(

n=1

B, si
, ) + B, sin( -

))-

For ¢t =0 fas -
QT
0) = A, Jo(—=),
UEPIRICS

ou > QanC . QT

- — B "=

6t(r’0) ; " a Jo a )
och jamforelse med givna data, i fallet a = 2, ¢ = 2, ger att A3 =5, B; = 4 och &vriga
koefficienter lika med noll. Svaret till b) blir ddrmed

u(r,t) = 5J0(%) cos(ast) + 4J0(%) sin(art).



3. Ansatt

o0

Y= Z apx".

n=0

o0 oo
y = Znanx"_l = Z(n + Dap2",
n=0 n=0
o
xy = Z na,x",
n=0

Det ger

= Zn (n —1Da,z"? = Z(n +2)(n+ 1)ap22",
n=0 n=0

vy = Z n(n — 1)a,z",
n=0

och vansterledet 1 differentialekvationen blir

(4 — 2y’ — 2zy' + 2y = Z[4(n +2)(n+ 1)aps2 — (n(n — 1) + 2n — 2)a,]z" =

o0

Z n+2)(n+ 1aye — (n+2)(n — 1)a,)z".

Detta = 0 (identiskt i ) om och endast om
Adn+2)(n+ Dayia = (n+2)(n — 1)a,

for allan =0,1,2,..., dvs.
n—1

An+ 1)

Hér har vi nu att ag = y(0) = 12, a; = /(0) = 5 och far sedan ay = —3, a3 = 0, ay = ; osv.

Anto =

Man inser att all a,, med n > 3 udda blir = 0 (eftersom a3 = 0), och for jamna n fas

n—1 n—1 n-—3
Upro = ———CQp = Ay =
27 4n+1) An+1)4(n—1) "7
n—1 n—3 n-5 1 -1 —1

TAmDan—14n—3) "1-34-17°7 (nt D22
Med n = 2m kan vi skriva, sammanfattningsvis,

i 1
= =12 —32% — —z* —
Z 2m—122m +bx — 3x 43:

4. For a) hinvisas till laroboken. Med

t(w, t) :/ u(z,t)e “dx

—00



blir ekvationen

Ju(w,t)
ot

en ordinér differentialekvation (linjar med konstanta koefficienter) i ¢ for varje fixt w.
Losningen till denna ar

+ 2iwt(w, t) =0,

i(w, t) = Alw)e 2",

Insittning av t = 0 ger att A(w) = f(w), dir f(z) = e ™.

Om man nu anvander a)-delen av uppgiften med a = 2 s& far man omedelbart att
u(@?) = fla =2 =,
vilket allts& dr svaret pa uppgiften. (Det kontrolleras latt genom derivering.)

. a) Subtraherar man 1/2 frén f far man en udda funktion (3sign). Med hjilp av BETA fas

sedan
1 .1 — cosnm .
f(gp):——i—g ——sinnw

2 nmw
n=1

21— (="
= +Z#Sinnw.
n=1

1
2

b) Denna del ar ganska lik motsvarande del av uppgifterna 1 och 2: ansatsen
ulr.¢) = R(r)®(p) ger 1 1
R'®+ -R'®+ +-RO" =0,
r r
varav 2R// R/ P
(L S U konstant = k.

R o
Funktionen ® maéste vara 27-periodisk, vilket den endast kan bli (jfr. uppg. 1) med k =0
(konstantldsningen) samt k = n? (n =1,2,...) (hela lésningen). Detta ger ®(p) = ay, for
k =0, samt
O(p) = ancosny +b,sinny (n=1,2,...)

For R har vi nu ekvationen
R’ +rR —n’R =0,

som dr av Eulertyp. Ansatsen R = r® (eller en motsvarande fullstdndig potenesserieansats)
eller substitutionen r = ¢! ger allminna losningen

R=Ar"+ Br ™.

Hér méaste B = 0 (jfr. uppg. 2). Tillsammans med ¢-delen och superposition far vi ddrmed
allménna 16sningen

u(r, p) = ag + Z r"(a, cos ny + b, sin ny).
n=1

c) Satter vi in r = 1 ovan s far vi en helt vanlig 27-periodisk Fourierserie. JAmfor vi denna
med f:s Fourierseria i a) s& far vi viardena pé koefficienterna och dédrmed den slutliga
16sningen:

1

—~1—(=1)"
u(r, p) = B + Z #T" sin nm
n=1
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