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1. Med y = > 07 a,a" fas

(o ¢] o]
y = E na,x™ 1t xy = E na,x",

y' = Zn(n —Da,z"? = Zn(n —1a,z" % = Z(n +2)(n+ 1)anoz".
n=0 n=2 n=0
Vansterledet 1 differentialekvationen blir darmed
y" —2xy + 8y = Z[(n +2)(n+ 1)api2 — 2na, + 8ay,]z",
n=0

som = (0 om och endast om alla koefficienter = 0. Detta ger rekursionsformeln

2(n —4)
n+2)(n+1

an+2:( )an (n=0,1,2,...).

Har kan ag, a; valjas fritt, och i 6vrigt fas

as = —4ay,
as = —ay,
1 4
a4 = —§a2 = gaoa
1 1
as = —Ea:a = 1—()@17
ag =10

osv. Det foljer att a,, = 0 for alla jamna n > 6 och den allminna 16sningen, framstélld som
linjarkombination av tva linjart oberoende l6sningar, blir
1

4
y:a0(1—4x2—§x4)+a1(x—x3+ﬁx5+...).



2. Ansitt forst u(x,y) = X(2)Y (y) for differentialekvationen och randvillkoren i z-led. Det ger

X'(x)  Y'(y)
X(x) Y(y)

= konstant = k.

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 (0 <z <m),

X(0) = X(x) = 0.

Om k > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, sa vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. D& fas
X (z) = Acos(A\x) + Bsin(\z),

varvid X (0) =0 ger A =0, och sedan X (7) = 0 att A7 méaste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsd: A=n,n=1,2,..., k = —n? och X(r) = Bsinnz.

Ekvationen for Y blir nu
Y —n?Y =0

med 16sningar
Y(y) = ane™ + be™™.

Vi fick alltsd produktlosningarna u(x,y) = (a,e™ + b,e ™) sinnx (konstanten B har bakats
in i a, och b,), som kan superponeras till

o0

u(z,y) = Z(ane"y + be” ™) sinnz, (1)
n=0

som ar den allménna l6sningen till diffenrentialekvationen inklusive randvillkor i x-led.

Randvillkoren i y-led ger efter inséttning y = O resp. y =7

[e.9]

Z(an +b,)sinnz = 0,
n=0
an€™™ + be ") sinnz = 4(e’™ — e°") sin 5z.
>
n=0

Ovanstaende ekvationer dr likheter mellan sinusserier pa intervallet 0 < x < 7, och eftersom
tva sinusserier definierar samma funktion om och endast om de har samma koeflicienter sa
fas

a, + b, =0,
4(e’™ — e ™) om n =5,

ane"" 4 be” " =
{O om n #b5.

Det foljer att a5 = 4, b5 = —4, 6vriga a,,, b, lika med noll. Inséttning av detta i den
allménna 16sningen (1) ovan ger svaret pa uppgiften:

u(z,y) = 4(e” — e %) sin 5.



3. Variabelseparation u(p,t) = R(p)T'(t) for PDE + RV ger
" R' 1R

— + —— = konstant = k,

T R pR

varav

,OQR”—FpR/—kpZR:O,
T — kT =0.

Den senare ekvationen har allméin 16sning T'(t) = Ce*. Det dr nédvindigt att k < 0 for att
u(p,t) inte ska innehalla exponentiellt vixande termer.

Skriv alltsd k = —a?, a > 0. D& har vi en Besselekvation av ordning noll fér R:
pQR”+,0R’+a2p2R= 0’
med allmén 16sning
R(p) = Ado(ap) + BYo(ap).

Eftersom Y[ har en singularitet i origo, medan R ska vara reguldr dér, s& maste B = (0. Att
u(p,t) = R(p)T'(t) ska uppfylla u(1,t) = 0 ger sedan att Jy(a) = 0, dvs att a &r ett av
nollstallena «,,. Darmed har vi

k= _aiv R(P) = AJ()(Oénp)7 T(t) = Oe—a%t

for nagot n = 1,2, .... Efter superposition av de harigenom uppkomna variabelseparerade
l6sningarna far vi den allménna losningen till PDE + RV:

[ee]
u(p,t) = Z Ane Ty (amp).
n=1
Anpassning till BV ger Ay =4, A3 = 1, 6vriga A,, = 0 och dérigenom svaret
u(p, t) = e~ Jo(anp) + e 3 Jo(asp).

4. a) Derivering av ekvationen (1), dels med avseende pa t, dels med avseende pa z, ger

0?u 0?u 0%u 0%u
— =5——, resp. =5—.
o~ ozor UV otox ~ 0a?
Eliminering av den blandade derivatan ger har vigekvationen
2 2
u _ 25%.
ot? Ox?

Slutsatsen ar att varje tva génger kontinuerligt deriverbar 16sning u till (1) ocksd ar en
16sning till vagekvationen.

b) Lat
ﬁ(w,t):/ u(z, t)e " dx

vara Fouriertransformen av u med avseende pa x. Fouriertransformering av
differentialekvationen ger
Ou(w, )
ot

= biwt(w,t),



en ordinar differentialekvation i ¢ som har 16sningen
i(w,t) = Ae®™.
Insdttning av ¢ = 0 ger att integrationskonstanten blir
A= i(w,0) = f(w).
Vi har nu att R
i(w,t) = ™ f(w),
som med hjalp av en forskjutningsformel for Fouriertransformen (se BETA) ger
u(z,t) = f(x + 5t).
I det “explicita fallet” far vi
u(x, t) _ 67(x+5t)2'

Detta u &r konstant langs linjer « + 5t = konstant i (z, t)-planet. Betraktar vi x som
funktion av ¢ langs en sddan linje s& har vi x(t) = —5t + konstant, vilket betyder att
allting forflyttar sig med hastighet —5 i z-led (allts& hastighet 5 i negativa z-axelns
riktning).
For varmeledningsekavtionen ger Fouriertransformering
Ot (w, t)
ot

= (iw)2ﬂ(w7 t),

med 16sning
2
i(w,t) = e “ a(w,0).
Med hjélp av BETA och givet begynnelsevirde fés
W2
W(w,0) = /me™ 1,
varav
~ w2l —w2(t+1)
i(w,t) = /me T = /e ee
Inverstransformering ger nu
1 22
——c 4,
V144t

Denna 16sning existerar s& lange 1+ 4¢ > 0, dvs. for t > t5 = —}l. Dat — _411
konvergerar u(z,t) mot ett Diracmatt i punkten x = 0, ndrmare bestamt,

u(z,t) =

u(z,t) — /mo(z) d t— —i.

Konstanten /7 kommer fran att en utrdkning visar att

/Oo u(x, t)de = /7

[e.o]

for alla t.



5. a) Laplacetransformering av ekvationen ger

(@Y (5) — s9(0) ~ (0) + Y () ~ 4(0) — - (¥(5)) =0,
(1+ 52)%28) +sY(s) =0.

b) Detta ar en forsta ordningens linjér ekvation (4r dven separabel) som 16ses med
standardteknik: efter multiplikation med lamplig faktor blir den exakt, ndrmare

bestamt J
d—(\/ 1+ s%Y(s)) =0.
s
Alltsa C
Y(s)= .
¥)= e
Detta ger
hIJP sY(s) =C.

Enligt omnémnd gransvirdessats blir darmed C' = y(0) = 1. Alltsa:

1
V1+s2

Notera att Y'(s), och darmed y(t), blev entydigt bestdmd trots att vi bara hade ett
begynnelsevillkor. Detta har att gora med att punkten ¢ = 0 ar singulér for ekvationen.
Eftersom .Jy 16ser samma ekvation (med begynnelsevirde) som y sa foljer det att

Yy = Jo.

c) Vi ser att

Y(s) =

1

1482

som ju ar Laplacetransformen for sint. Allts& ger faltningssatsen y * y = sin, vilket
skulle bevisas.

Y(s)-Y(s)
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