Institutionen fér matematik, KTH,
Bjorn Gustafsson

Tentamensskrivning, 2007-03-12, kl. 9.00-14.00.

5B1215 Matematiska metoder for ME, del 3
samt 5B1301 Matematik f.k. for K

e Tillatet hjdlpmedel: Formelsamlingen BETA.

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0-4 poang. Betygsgranserna,
for den totala podngsumman inklusive bonus, ar 9 (betyg 3), 13 (betyg 4) och 17 (betyg 5).

1. Bestam tva linjart oberoende l6sningar till differentialekvationen
y' —2xy +8y =0

genom att gora potensserieansats y = > - a,z". Det ricker att ta med de tre forsta
termerna skilda fran noll i vardera 16sningen.

2. Bestam losningen u = u(z,y) till foljande randvérdesproblem foér Laplaces ekvation i en

kvadrat. 92 e
u u .
@—i—a—?ﬂ:o for O<zx<m, O<y<m,
u(0,y) = ( y)=0 (0<y<m),
u(z,0) = (0<z<m),
u(x,m) = ( T — e M)sinbr (0 <z < 7).

3. Uppgiften gar ut pa att 16sa virmeledningsekvationen i en odndlig cylinder med temperatur
noll pa mantelytan och given initialtemperatur i cylindern. Vi anvénder cylinderkoordinater
(p, ¢, z) och gor antaganden sddana att temperaturen u i sjdlva verket bara beror pa p och
tiden t: u = u(p, t). Problemet ar d&

ou O*u  10u
PDE: —=—+-— (0<p<1,0<t<
ot 8p2+p8p (0<p<lO0st<oo)

RV: u(l,t)=0 (0<t< ),
BV: u(p,0)=f(p) (0<p<l),
dar
f(p) = 4Jo(azp) + Jo(ausp)

och 0 < a; < @y < av3... ar nollstallena till den nollte Besselfunktionen Jy. I randvillkoren
ingér ocksa att lim, .o u(p,t) existerar och &r &ndligt.

Bestam losningen u = u(p, t) till ovanstdende problem med hjélp av variabelseparation osv.
Separationskonstanten har sddant tecken att att 16sningen inte innehéaller termer som véxer
exponentiellt d& ¢t — +o0.



4. Den har uppgiften gar ut pa att jamfora beteendet hos l6sningar till vagekvationen med de
for varmeledningsekvationen. Vi arbetar med funktioner u(z,t) definierade pé hela reella
axeln (—oo < x < 00) och dér dven tiden ¢ kan fa bli negativ i vissa fall.

a)

Visa att om u(z,t) loser differentialekavationen (av forsta ordningen)

0 0
gu_ g (1)
ot Ox
s& 16ser u ocksa vagekvationen
u 0
o2 T ox?

(Den forsta ekvationen kan sigas vara en halv vagekvation, som beskriver
vagutbredning i enbart ena riktningen.)

Los den forsta ekvationen, (1), for t > 0 med allmént begynnelsevillkor
u(z,0) = f(z) (—o00 << 0)

genom att Fouriertransformera i z-led och anvénda allmédnna egenskaper hos
Fouriertransformen. Losningen kommer forstas att innehélla den &nnu ej preciserade
funktionen f. Skriv upp losningen explicit i fallet

fla) =€
Visa att den erhallna 16sningen existerar och 16ser (1) dven for negativa t-varden och

att den faktiskt beskriver en ‘vig’ som utbreder sig med en viss hastighet (vilken?) och
riktning (vilken?) ldngs z-axeln utan att dndra form.

Lo6s nu istéillet virmeledningsekvationen med samma begynnelsevillkor:

2

‘g—;‘:% (—o0 <z < o0,t>0),
u(z,0) =e .

Losningen existerar dven har bakat i tiden, men bara till en viss gréins: det finns en tid
to < 0 sddan att l6sningen existerar for alla ¢ > ¢, men utvecklar en singularitet da
t — to. Bestdm %y och beskriv vilken typ av singularitet det &r fraga om.

5. Lat y(t) vara en losning till

ty' +y +ty=0 (t>0),
y(0) =1

och 1&t Y'(s) beteckna Laplacetransformen till y(t).

a)

b)

)

Bestdm en 1:a ordningens differentialekvation for Y(s) genom att Laplacetransformera
differentialekvationen for y.

Los den i b) erhéllna differentialekvationen for Y (s). Man behover anvinda
gransvirdessatsen limg_, o Y (s) = y(0) for att bestdmma integrationskonstanten.

Differentialekvationen for y &r som bekant Bessels differentialekvation av ordning noll.
Det foljer att y = Jy, den nollte Besselfunktionen av forsta slaget. Anvind resultatet av
b) for att visa att

Jo * Jy = sin,

dar x betyder faltning pa intervallet [0, 00).

LYCKA TILL!



