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1. Sok forst icke-triviala l6sningar till differentialekvationen och randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T'(t).

Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7'(t), att

Tll(t) _ 4Xll(l,)

= konstant = 4k.
0 X0 onstan

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 (0<x<m),

X(0) = X(r) =0,

Om k > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, s& vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. D4 fas
X(z) = Acos(Az) 4+ Bsin(Az),

varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (7) = 0 att Aw maste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsa: A=n,n=1,2,..., k = —n? och X(z) = Bsinnz.

Ekvationen for T blir nu 7" + 4nT = 0, med lésningar
T(t) = acos2nt + bsin 2nt.
Vi fann allts& produktlosningarna
u(z,t) = Bsinnx(acos2nt + bsin 2nt), n=1,2....

Superposition av dessa och omd&épning av konstanterna ger

u(z,t) = Z sin nz(a, cos 2nt + b, sin 2nt).

n=1

Nu ska begynnelsevillkoren satisfieras. Vi har

o0

u(z,0) = Z a, sinnz,

n=1

ou - _
E(x, 0) = ; 2nb,, sinnz,



s& jamforelse med de givna begynnelsevillkoren ger direkt att
as = b, a, =0 for n # 3,

2-4-by =38, 2nb, =0 for n#4
Vi far ddrmed svaret pa uppgiften:

u(z,t) = 5sin 3z cos 6t + sin 42 sin 8¢.

2. a) Vi soker forst produktlosningar u(r, ) = R(r)P(¢) till differentialekvationen, som blir

Den sista termen beror bara pé ¢, de tva forsta bara pa r. Det foljer att dessa delar
méste vara konstanta var for sig. ® maste dessutom vara 2m-periodisk, vilket gor att
konstanten for ®-delen méaste vara pa formen —n?, n > 0 heltal. Ekvationen fér ® blir
da

O +n?d =0,

med l6sningar
(o) =ap+b  (n=0),

O (p) = an cosny + by, sinne (n>1).

I forsta fallet maste a = 0 for att ¢ ska vara periodisk.

For R far vi ekvationen
r*R"+rR —n’R = 0.

Detta #ir en Eulerekvation. Ansatsen R = r* ger indexekvationen A(A — 1) + A —n? = 0
med l6sningar A = £n. Detta ger

R=A+Blnr (n=0),

R=Ar"+Br ™" (n>1).

I bada fallen méaste B = 0 for att R (och darmed u) inte ska fa en singularitet i origo.

Superponerar vi nu alla produktlésningar R(r)®(yp) som erhallits ovan s& far vi efter
omdopning av konstanterna den allménna 16sningen till Laplaces ekvation pa formen:

u(r,p) = A+ i " (a, cosny + by, sinng).
n=1
b) Ovanstiende ska anpassas till randvillkoret. Vi har
— = Z nr" ! (a, cosnp + by, sinny).
Med r =1 ser vi att a,, b, ska viljas sa att

Z(nan cos e + nby, sin np) = 2 cos® 3p — 2sin® .

n=1



Med hjélp av BETA (formler fér cos® osv.) finner man att hégerledet ér lika med
1+ cosbp — (1 — cos2p) = cos b6y + cos 2¢.

Det foljer genom identifikation att
1

) a2 = =

2

| =

g —

och att 6vriga koefficienter = 0 (utom A). (Alternativt kan man bestdmma a,, och b,
med hjélp av de vanliga integralformlerna for Fourierkoefficienter.) Konstanten A
férsvann ur rdakningarna och ar darmed fri. Sammanfattningsvis fann vi 16sningarna

1 1
u(r,p) = A+ 57“2 cos 2¢ + 67’6 cos 6y,

A godtycklig konstant.

. Med N
n=0
fas N .
y’ — Z(n + T)anxn-i-r—l? y// — Z(n + T) (n +r— 1)an$n+r—2
n=0 n=0

Detta ger att vansterledet i ekvationen blir

o0 [o.¢]
Z(n+7’)(n+r— Da,x 25 n+ r)a,a"" Z(n—l—r)ana:””“
n=0 n=0
oo 0.]
+ Z Sa,xz" " + Z 3a, "t
n=0 n=0
= {d6p om index si att bara potenser 2"*" férekommer, och sortera termer} =

Y n+r)(n+r—1)=5n+r)+5))a,+(—(n—1+47)+3)a,_1)z"" + (r(r—1) —=5r+5)apz"
=2l

Z n+r)?2—6(n+r)+5)a, — (n+r—4)a, 1)z"t" + (r* — 6r + 5)aez".

Detta ska vara identiskt lika med noll, vilket kraver att alla koefficienter ar lika med noll.
For x" fas, eftersom ag # 0, “indexekvationen”

r?—6r+5=0

{5
7“ =
1.

Bérja med r =5 (den storsta roten). Efter forenkling blir potensserien ovan

med rotterna

= Sttt 0+ o



vilket ger rekursionsrelationen

n+1
Ap = —F— < 0n-1
n(n +4)
forn=1,2,.... Véljer viqp = 1 far vi a; = %, as = %, as = %, ..., dvs 16sningen

2 1 2
=2(1+ = — 2.
y1(z) = 2°( +5:I:+1Oa: +105$ +...)

Den andra indexroten r = 1 ger pa samma satt

n—3
Up = ———n_1,
n(n—4) "
och med ag = 1 fas a; = %, ay = %, az = 0 och darmed a,, = 0 for alla n > 3. Detta ger
polynomlésningen
2 1,
yo(x) = 2(1 4+ 3% + g% ).
. Lat

t(w,t) :/ u(z,t)e ™ da

—0o0

vara Fouriertransformen av u med avseende p& z (Vi anvinder BETA:s definition av

Fouriertransformen). Fouriertransformering av differentialekvationen ger

Ju(w,t)
ot

Denna ordinara differentialekvation i ¢t har den allménna l6sningen

i(w, t) = Alw)e*™,

iw = 2(iw)*u(w, t).

For t =0 fas 4(w,0) = A(w), dvs A(w) ska vara Fouriertransformen till den givna
initialfunktionen. Detta ger (tabell)

3-2-4
AW =
Alltsa .
A( t) 24621wt
u\w = —F.
’ 16 + w?

For atertransformeringen anvinder man den allmédnna egenskapen hos Fouriertransformen
att en faktor e**! pa transformsidan svarar mot en forskjutning = — x + 2t pa
ursprungssidan (observera att ¢ i detta lage dr en konstant; vi

transformerar /&tertransformerar med anseende pé variabeln z). Det foljer att vi efter
atertransformering far 16sningen

u(x,t) = Je~ 42,

(Med u(z,0) = f(x) hade man fatt u(z,t) = f(z + 2t), och f(w) behdver egentligen aldrig
beréknas.)

Skisser av losningen finns, for ett liknande problem, i laroboken sid 415. Man ser en “vag”,
som ror sig utan att &ndra form &t vinster. Detta tyder pa att var ekvation ar beslaktad
med vagekvationen. Detta kan ocksa bekréftas genom att man konstaterar att ekvationen &r
pa formen au,, + 2buy + cuy = 0 med koefficienter a = 2,0 = —%, c = 0, vilket gor att den,
liksom vagekvationen, faller under kategorin "hyperbolisk"ekvation (se BETA, t.ex.).



5. a) Med hjilp av differentialekvationen och partiell integration fés

Anl/{ U (&) ()P = —-/{ (14 22)u,) 'y ()

= —[(1+ 2°)y, yn(2)]] + /1 (1 + =)y y, (x)dx
- [ 0+t oo

4
= {pa samma sitt} = )\n/ Ym (T)yn (x) e dx.
1
Subtraktion mellan ytterleden ger nu att
4
(A — )\n)/ Ym ()Y (z)e"dzx = 0.
1

Alltsa foljer att
4
/ Ym () Yn(z)e®dx = 0
1

om \,, # \,, vilket skulle bevisas.

b) Om vi infér beteckningen
4
(19) = [ J@g)eds
1

for skaldrprodukten (inre produkten) mellan tva funktioner f och g s& ger
F@) =3 Auya(s)
n=1

och ortogonaliteten hos {y,(z)} att

(fa ym) = Z An(ym ym) = Am(yma ym)a
n=1

dvs (med omd6pning av index)
4= L)
(Un> Yn)
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